{ hte Casa 3 


MENTS DE LA 


THEORIE 


v 


J.-A. de SEGUIER, 
eS. MATHEMATIQUES, 
ge AM BY Ah ade 


; 


ks) screNcrs. 


4 4 


s, IM 


THEORIE 


DES 


GROUPES FINIS. 


Bee é‘ al eee ee 


’ 
Sy 
34730 PARIS. — IMPRIMERITE GAUTHIER-VILLARS, 
Quai des Grands-Auguslins, 55, 
; : 


cild - 


"hi nie whit watts 


THEORIE DES GROUPES FINIS. 


ELEMENTS DE LA THEORIE 


DES 


GROUPES ABSTRATTS 


PAR 


J.-A. de SEGUIER, 


DOGTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES. 


re ORES 
aS 2L0F 


PARIS, 
GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE 
DU BUREA® DES LONGITUDES, DE L’ ECOLE POLYTECHNIQUE, 
Quai des Grands-Augustins, 55. 


1904 


(Tous droits réservés.) 


ts= 


wefe/ 


212, 8 bo 


= 4S 


PREFACE. 


Des divers groupes particuliers rencontrés en Algébre, en 
Analyse et en Géométrie devait nécessairement se dégager 
Pidée du groupe abstrait, c’est-a-dire du groupe considéré en 
lui-méme, indépendamment de la nature de ses éléments. 
Beaucoup de recherches déja faites dans divers domaines 
vinrent dés lors se fondre en une théorie plus générale qui 
depuis n’a cessé de se développer. 

On trouvera ici, sous le titre d’Eléments, la partie de cette 
théorie qui n’exige aucune représentation concréte. Le reste, 
qui exige, au moins pratiquement, l'emploi des groupes de 
subsututions, sera réuni sous le nom de Compléments. Bien 
qu’ayant principalement en vue les groupes finis, j’ai taché 
d’étendre autant que possible les théorémes généraux aux 
groupes infinis. 

La notion de groupe apparaissant de plus en plus comme 
fondamentale en Mathématiques, je n’ai voulu supposer 
chez le lecteur aucune connaissance théorique préalable. 
D’ailleurs, une fois les nombres naturels définis, c’est comme 
éléments de groupes que se présentent immédiatement les 
nombres négatifs et rationnels, les imaginaires de Galois 
et les nombres algébriques. 

Les équations algébriques devant faire l’objet d’une expo- 
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sition détaillée, je me suis borné, sur les corps algébriques, 
aux premiers théorémes. Les corps finis de Galois, au con- 
traire, sur lesquels je n’aurai plus a revenir, ont été étudiés 
d’une maniére plus approfondie. Mais, comme ils seront a 
peine utilisés ici, le lecteur aura sans doute avantage a passer 
au Chapitre II aussitot apres les généralités du paragraphe I 
du Chapitre I (jusqu’au Chapitre IV le paragraphe HI du 
Chapitre I ne servira qu’incidemment ). 

Toutes les propositions d’Arithmétique invoquées ont été 
démontrées & mesure qu’elles se présentaient. Seule, une 
bréve théorie des matrices, qui servira encore dans la suite, a 
été rejetée dans une Note a la fin du Volume, Une autre Note 
est relative & des représentations si élémentaires de certains 
groupes usuels quil était difficile de les différer. 

Un ami dévoué, M. Potron, a bien voulu relire le manuserit 
en entier avec le plus grand soin : je lui en exprime ici toute 


ma gratitude. 
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ELEMENTS 


DE LA 


THEORIE DES GROUPES ABSTRAITS. 


CHAPITRE I. 


PREMIERES DEFINITIONS ET CONSEQUENCES IMMEDIATES. 


I. — Ensembles ('). 


1. Unensemble A d’éléments quelconques est dit correspondre 
a un ensemble B d'une maniére univoque quand a chaque élément 
de B répond un seul élément de A. Si la réciproque est vraie, 
la correspondance est biunivoque et A équivalent ou égal a B. 
D’une correspondance biunivoque de A a B ou profection de A 
sur B (done aussi de B sur A) on peut toujours en déduire une 
autre ot a un élément arbitraire a de A réponde un élément arbi- 
traire 6 de B: il suffit, si, dans la projection donnée, @ répond a ! 
et b a a’, de projeter a sur 6 et a’ sur 6’ sans rien changer au 
reste. 


2. Entre les objets @ et 6 supposons qu’il y ait une relation + 
mutuelle, composée par conséquent d'une relation 7’ rapportant a 
ab et @une autre 7” rapportant 6 aa. Sir est asymétrique, c est- 


(') G. Cantor. M. A., t. XLVI; 1895. 
s. 1 
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a-dire 7’ différent de 7”, et si Von fait abstraction de la nature de r 
sauf de Vasymétrie, on obtient une relation d’ordre. Lorsque 
entre a et b il y a une relation d’ordre, le couple (a, 6) est 
ordonné : on peut exprimer ce fait en disant que la relation 
d’ordre constitue a antérieur a b et b postérieur a a (ou inver- 
sement). Si entre a et 6 il y a une seule relation d’ordre, l’ordre 
est simple; sinon, il est multiple et alors a pourra étre avant 5 
en vertu de certaines relations d’ordre, apres 6 en vertu d’autres. 
Les couples ordonnés (a, 6), (a, 6,) sont dits semblables quand 
a chaque relation d’ordre constituant @ antérieur (ou postérieur) 
a 6 on peut faire correspondre une relation d’ordre constituant a 
antérieur (ou postérieur) a 6, et inversement. 

Soit R un ensemble de relations d’ordre. Un ensemble E est 
ordonné en vertu de R quand chaque couple d’éléments de E est 
ordonné en vertu d’une au moins des relations de R. L’ordre de E 
est sumple si ordre de chaque couple est simple; sinon, il est 
multiple. Un ensemble ordonné est semb/able 4 un autre quand 
on peut établir entre eux une correspondance biunivoque telle 
qua tout couple d’éléments de l'un réponde un couple semblable 


de lautre. 


3. Un ensemble E est évidemment égal a ensemble N que lon 
obtient en faisant abstraction de la nature de chacun de ses élé- 
ments, c’est-a-dire de toute détermination autre que son indivi- 
dualité distincte comme unité composante. Les éléments de N 
étant individuellement désignables, on peut ajouter a chacun telle 
détermination que l’on voudra et passer ainsi de E a tout autre 
ensemble égal. L’ensemble N ainsi déduit de E est la puissance 
ou lordre de E ou le nombre cardinal ou simplement le nombre 
de E ou des éléments de E. On se sert souvent de locutions abré- 
gées comme répéler un nombre, décomposer un nombre en plu- 
steurs autres, etc.; mais il est clair qu’un nombre répété, un 
nombre décomposé, une partie de nombre ne sont plus des 
nombres au sens qui vient d’étre défini, les éléments ayant recu 
de nouvelles déterminations. 

Si E est ordonné et si l'on ajoute encore aux éléments ou unités 
de N les relations d’ordre qui en font un ensemble N’ semblable 
a E, N’ est le nombre ordinal ou le type ordinal de E. 
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4. Si A et B wont aucun élément commun, A+ B désigne 
Vensemble obtenu en réunissant les éléments de A et de B. Si A 
et B ont des éléments communs, on opposera a lui-méme chacun 
de ces éléments communs comme appartenant d’une part a A et 
dautre part a B, et alors dans A + B il sera pris une fois comme 
élément de A et une autre fois comme élément de B. Cela revient 
a dire qu’en écrivant A + B on regardera toujours A et B comme 
n/ayant aucun élément commun. A+B est la somme de A et 
de B et Popération ainsi faite se nomme addition. On a évidem- 
ment A+ B=B+ A et A+ (B+ C)=(A+ B)+C. 

Quand B est exclusivement composé d’éléments de A, A —B 
désignera ensemble des éléments de A qui sont hors de B. Il est 
commode d’introduire des ensembles fictifs ne contenant aucun 
élément : leur nombre sera désigné par o. Si A—B=o, ona 
A = B (mais non réciproquement, on va le voir). Si A— Bo, 
je dirai que B est une portion de A, que A — B est la dif/érence 
de A et de B et que Ba été soustrait de A. 

La notation 3(.c) = A exprimera que A est un ensemble dont 
les éléments sont d’autres ensembles et que x parcourt ces derniers. 
Pour désigner Pensemble A’ déduit de A, en prenant pour éléments 
non les mais les éléments des x, j’écrirai Ya = A’, 

Liarrangement ab des éléments a, b s’appelle produit de a 
par b. Si a parcourt ensemble A et 6 l'ensemble B, ab parcourt 
un ensemble Sab qu’on désigne par AB ou A.B ou A x B et qui 
est le produit de A par B; Vopération ainsi faite se nomme 
multiplication. On a évidemment AB = BA, A(BC) = (AB)C, 
A(B+ C)= AB+ AC et AB=ZAD= J TaB. Chagque Ab étant 
égal a A et chaque aB a B, on voit qu’on peut décomposer AB en 
ensembles égaux 4 A formant un ensemble égal 4 B, ou en en- 
sembles égaux a B formant un ensemble égal a A. 

Supposons qu’a chaque élément a d’un ensemble A on associe 
un élément 6 dun ensemble B, 6 ne variant pas nécessairement 
avec @ et ne parcourant pas nécessairement tout B. On peutimaginer 
6 placé sur a et appeler lopération ainsi faite la couverture f(A) 
de A par B en représentant 6 par g(a). Les couvertures f,(A), 
F(A) seront distinctes si, pour un seul des a, f(a) est différent 
de f,(@). On désigne par B‘ Pensemble des couvertures f,(A) 
distinctes. Chaque élément de A® A® est le produit d’une /,(B) par 
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une /,(C) et correspond ainsi biunivoquement a une f/,(B+ C); 
done ABA = A®*©, Chaque élément de A® B® est le produit dune 
Jx(G) par une f,(C) et A°B® correspond ainsi biunivoquement a 
une fi, (C); donc A°B°= (AB)°. Chaque élément /,»(C) de ( A®)* 
s'obtient en placant sur chaque élément de C tous ceux de B 
et en méme temps sur chaque élément de B un élément de A; 


done chaque fy»(C) correspond biunivoquement 4 une fy (A) 
et (AB)C— ABC, 


5. Le nombre 1 étant connu, on a par définition 2=1-+1, 
3=2-+1,.... Les nombres ainsi obtenus que l’on nomme en- 
tiers posttifs ou naturels et tous les ensembles équivalents 
sont dit finis, les autres infinis ou transfinis. 

Soient A et B des ensembles quelconques. On peut faire les 
hypotheses suivantes qui s’excluent mutuellement et ne laissent 
place a aucune autre (') : 

Ou bien A= b, 6 étant une portion de B, sans que B soit égal 
a aucune portion de A: on dit alors que A est <B et B>A 
(on ne peut avoir A=B, car on aurait 6=B et la projection 
de A sur B fournissant une portion a de A égale a 6 il en résul- 
terail @= B). Si AB evB <= Crone G. 

Ou bien B=a, a étant une portion de A, sans que A soit 
égal a aucune portion de B: alors B est << A et A>B. 

Ou bien A= b et B=a, a étant une portion de A et b de B. 
Alors A = B. En effet, la projection de A sur 6 fournit dans 6 une 
porton b6,=a et b—b,= A —a. Celle de B sur a= db, fournit 
dans 6, une portion b,=b6 et b,—b,=B—b. Celle de A 
sur 6 fournit de nouveau dans b, b; =a et b,— b, = A—a; et 
ainsi de suite. Donc, quel que soit rn, A—a=bdon— bony, 
B— b= bgp, — ban. Sid ailleurs c est l'ensemble commun a 0, b,, 
bz, ...,ona évidemment B= c + (B— b)+(b— b,)+(b,— bz) +..., 
b=c+(b—b,)+(b,— b.)+.... En faisant correspondre les 
termes de rangs 1, 2”, 2n-+-1 de la premiére suite aux termes 
de rangs 1, 2n-+1, 2n de la seconde respectivement, on voit 
(les deux suites étant infinies) que B=b= A. 


(') Voir E. Bonet, Legons sur la Théorie des fonctions, Note I. 


: 
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Ou bien A n’est égal 4 aucune portion de B et B a aucune 
portion de A: cette hypothése n’a pas encore été assez étudiée. 


6. Aucune portion du nombre fini n nest égale an. Cest 
évident pour n=1. Or, A désignant un ensemble queleonque 
qui n’est égal a aucune de ses portions, il en est de méme deA-+ a, 
a étant un élément hors de A. Car si A+a—B, B étant une 
portion de A-+-a, et si a’ est ’élément de B= B/+ a’ qu répond 
i’ a dans une projection de A+ sur B, on peut toujours, au 
cas ot! B contiendrait a, supposer la projection telle que a’= a, 
en sorte que B’ soit en toute hypothése une portion de A; mais 
alors on aurait A= B’. 

Toute portion p de n-+1 est un des nombres 1, 2, ..., N. 
Supposons-le vrai pour 1, ..., m. Le seul cas a considérer est 
alors celui ot Punité ajoutée a n pour obtenir n+ 1 et que je 
désignerai par 1’ est dans p= p'+1'. Alors p’, portion de n, est 
un des nombres 0, 1, ..., #—1, et p’+1', par suite, un des 
nombres 1, ..., 7. 

De ces deux propositions il résulte d’abord que 2-1 est >n 
et ensuite qu il n’y a pas de nombre x >n et Cn-+1, car & 
doit étre un des nombres 1, 2, ..., 2 dont le plus grand est n. 


7. Le nombre Q de ensemble s = Z(n) des nombres finis est 
transfini, car, e étant un élément hors de s, s + es [on fera 
correspondre e de s+ea1 des et(n) des+ea (n+ 1) de s] 
done 2+ 1=Q, ce qui n’a jamais lieu pour les nombres finis. 
Un ensemble de nombre ® est dit ¢<énumbrable. 

De 2+1=2 on déduit, pour n fini, 2+ n=. Comme @ailleurs 
B(n)=X(2n) + 3(2n—1) et que Y(2n)=Z(2n—1)— Xn), 
ona Q+Q0=—9, dot nQ=—Q. Si Pon appelle premier tout 
nombre qui n’est pas le produit de deux facteurs plus petits que 
lui, @ doit étre regardé comme premier. 

Considérons ensuite l'ensemble [| ¥() |? = 2(mn) (m et nr par- 
courant les nombres finis) de nombre ®?. Pour avoir tous les mn on 
peut les ranger suivant les valeurs croissantes de m+n et, a 
égalité de valeur de m+n, suivant les valeurs croissantes de m. 
En faisant correspondre le #*"* terme ainsi obtenu au nombre k, 
on voit que 2(mn)=2X(n). Donec 2? =2Q et Qy—Q. Ainsi le 


6 CHAPITRE lt. 


nombre des systemes (2,, ..., %,) ou points de coordonnées 
44, +++, nz, dans lesquels chaque x est un entier positif, sera 
Q7— si n est fini. 

Tout nombre transfint est 2Q. En effet, tout ensemble trans- 
fini E contient des parties de nombre Q, car, si l'on y prend un 
nombre fini d’éléments e,, ..., @,, On peut encore prendre un 
autre élément e,,, et ensemble des e obtenu en continuant 
ainsi est égal 4 Q. Toute partie transfinie A=%(a) de Q équi- 
gaut a Q, car, ’ensemble B des nombres inférieurs a ceux de A 
ayant un élément maximum (8) (sans quoi B comprendrait tous 
les nombres finis), A aura un élément minimum (2,) = (8 +1), 
A — (,) en aura un (3), ..., em sorte que A=3(o,)=2(n)=O. 

Dans un ensemble transfini queleonque E on vient de yoir 
qu’on peut isolér un ensemble D =. SoitE = D + E’. Supposons 
FE’ transfini [cela aura foreément lieu si E > Q, et si E correspond 
biunivoquement a (7), il suffit de former D des éléments répon- 
dant a ceux de X(2n)]; on aura de méme E/=Q+ E". Donec 
E=>D+-+ E’=Q-+E’=E’. Ainsi tout ensemble transfini 
a des portions quit lui sont égales, contrairement a ce qui a 
leu pour les ensembles finis. 


Il. — Groupes. Définition. Equations. 


8. Considérons l'ensemble G" des arrangements n a n avec 
répétition des éléments d’un ensemble G, et Vensemble F formé de 
la réunion des éléments des G" (n parcourant les entiers positifs 
finis; Gj =G,). A chaque élément de F faisons correspondre un 
élément de G,, de telle maniére qu’a chaque arrangement se 
réduisant 4 un élément réponde cet élément lui-méme. Nous 
adjoindrons par la pensée a chaque élément de G, ses relations 
avec les divers éléments de F auquel il correspond et nous appelle- 
rons G l’ensemble des éléments ainsi modifiés. Disons maintenant 
pour simplifier, si élément x répond a ab...k (a, b,... n’étant 
pas forcément tous distincts), que z est composé de a,b, ...,k 
qui seront les composants et écrivons x = a~b~...~k. Lorsque 
aucune confusion n’est a craindre, on assimile la composition a 
une multiplication, parfois aussi 4 une addition of lordre des 
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7 
éléments n’est pas indifférent : on écrira ainsi 2 =ab...k dans 
la notation multiplicative, x =a+b+...+4 dans la notation 
additive. 

Si les produits ab...4 sont indépendants de lordre des facteurs, 
G et la composition sont dits commutatifs ou abéliens. Deux élé- 
ments a, 6 tels que ab = ba sont dits permutables Cun a Cautre 
ou simplement permutables, Si la composition est associative, 
c’est-a-dire si l’on peut dans chaque produit, sans altérer ce pro- 
duit, remplacer un nombre quelconque de facteurs consécutifs 
par leur produit, G sera dit un corps. Il faut pour cela et il suffit 
que abc = a(bc), a, b, c étant trois éléments quelconques (Pos- 
tulat 1). Cette condition est toujours remplie si G est abélien ('). 

Soit S une partie de G telle que tout élément de G soit un 
produit d’éléments de S. (Si G n’a qu’un élément, il faut que 
S= Get l’on peut d’ailleurs toujours prendre S=G; mais, en 
général, on pourra et de plusieurs maniéres déterminer S sans y 
faire entrer tous les éléments de G, car, si # et sont dans S, il est 
inutile d’y prendre a). Les éléments a, 8, ... de S sont dits géné- 
rateurs de G; S$ est un systéme de générateurs et lon écrit 
Ga=/5)-—-}2,6,..-| ou, plus généralement, G={S/, 5’, ...| s1 
S=S'+S'+ .... Si, quels que soient « dans S et b dans G, a2 = b 
a toujours au moins une solution (Postu/at I), en sorte que ax 
parcourt G avec x (alors, a étant queleonque dans G, az = ba 
toujours une solution, car sia = «4 par exemple, 4y = betBz2—=y 
ont une solution); sil en est de méme de va = b (Postulat I) 
en sorte que za parcourt G avec x; enfin si G est déja un corps, 
G sera un groupe. Pour abréger j’écrirai souvent gy pour 
groupe d’ordre N (Vordre étant, je le rappelle, le nombre des 
éléments du groupe (3)). 

Supposons que G soit un groupe. G contiendra un élément wu tel 
que ua =a doi uax = ax quel que soit x, et, az parcourant G 
avec x, ub=b quel que soit b. Il y a de méme un élément wu’ 
vérifiant cu!’ = c quel que soit c. En faisant a = w', c= wu, on voit 
que uw’ = wu = u'= wa une seule détermination. Cet élément wu 


‘ 


(1) D’aprés ce premier postulat, la couverture fr(G) (4) qui définit le corps 
est complétement déterminée par /G:(G). Si G est d’ordre N, G* est d’ordre N? et 
le nombre des corps d’ordre N est = N2N. 
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est l’unité de G et on le représente ordinairement par 1 dans la nota- 
tion multiplicative (par o dans la notation additive). Si ya=azs=1. 


on déduit de az = az! 


que Var ey aa ouv=2 etde ramaa 
que zas=2'az ou x=2'. Done la solution de az = b ou de 
xa=b dans Gest unique. L’élément z tel que az = 1 se désigne 
par a~'. Si G-est abélien on écrit parfois — pour bam) =e aes 
(Dans la notation additive on écrit —a@ pour a~' et b+-(—a)=b—a 
pour ba~'.) De aa~'=1 on déduit, en multipliant a gauche par 
a~' et en diyisant 4 droite par a~' (c’est-a-dire en supprimant a 
droite le facteur a~'), a~'a=1. a" est Vinverse de a. L’inverse 
de ab est b-'a~'. b-'ab est dit le transformé de a par b. Sia 
et b sont permutables, 6-'ab =a. Dans le cas contraire, b~! ab 
peut se mettre sous la forme ac, d’ot. ab = bac, ba = abe'; cet 
c~' sont les deux commutateurs de a et de b. Si, a et b parcourant 
indépendamment l'un de Vautre une partie A d'un corps G, 
les équations az = b, a= b ont toujours une solution dans A, 
\ sera un groupe. Il suffit de montrer que ab reste dans A. Or, 
\ contient évidemment 1, a~', b-', et ab est la solution de 
Gt peo. 

On verra, par de nombreux exemples, que les trois postulats 
ne sont pas contradictoires. Ils sont dailleurs indépendants, car 
si l’on prend la loi de composition ab == a, le premier et le second 
sont vérifiés, mais non le troisiéme; en prenant la loi ab = 6, le 
premier et le troisiéme sont vérifiés, non le second; en pre- 
nant dans un groupe abélien queleonque la nouvelle lo1 de com- 
position @~ b= ab~', le second et le troisiéme sont vérifiés, non 
le premier ('). 

Si l'on remplace les postulats II et Ill par ceux-ci : a7 = ba, 
quels que soient a dans S et 6 dans G, au plus une solution ( Pos- 
tulat 1V) en sorte que ax =az' exige =z’, quel que soit a 
dans G, et de méme pour v%=b (Postulat V) en sorte que 
ra=x'a exige x= x', je dirai que G est un semi-groupe. Les 
exemples précédents démontrent l'indépendance des postulats I, 
V, IV. Un semi-groupe fin G est toujours un groupe, car, x par- 


(1) Leordre du groupe est supposé >1. Cf. Hunrinaton, S. MW. Am., t. VIII, 
p. 296 et 500, 1902; Moonr, Transactions of the Am. math. Soc., t. Il, p. 485, 
1902. 
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courant G, az et x@ parcourent chacun tous les éléments de G en 
sorte que az =b et ca=b ont toujours des solutions. Si un 
semi-groupe G contient 1 et une solution « de av = 1, on en 
conclut, en multipliant 4 droite par @ et en divisant a gauche 


par a, que za=1 et que z est inverse de a. 


9. a® et a se définissent par a= a*"'a, a * =a "am, 
en sorte que a-*=(a~')* est linverse de a*; ata vY=aty si 
Beret mee aa a)! 6h 97 Seg a=. Si a™-est. la’ pre- 
miére puissance de a qui soit égale 41, mest Vordre de a; c'est 
aussi celui de a~!. Pour abréger, j’écrirai souvent e,, pour élé- 
ment @ordre m, en) pour élément dont Vordre divise m. Sup- 
posons m fini. Pour que a%*= a*t8, il faut et il suffit que % soit 
divisible par m; ainsi ordre g de a% est déterminé par la con- 
dition que aq soit le p. p. c. m. de m et de a, et g est le quo- 
tient de m par son p. g. c. d. avec a. Les éléments 1, a,...a@”~' 
forment évidemment un groupe abélien d’ordre m qui est la 
période de a: un tel groupe est dit eyelique. Un groupe dont 
tous les éléments a; sont dordre 2 est abélien, car alors (ajax)?=1 
donne ajax axaj;. Si m est infini, la période 1, a, @,... ne 
forme qu'un semi-groupe; mais la double période ...a@?, a‘, 
a, a*,... est un groupe cylique infini. Ainsi les entiers 1, 2,..., 
lorsqu’on les compose par laddition ordinaire, sont les puis- 
sances successives de 1 et ne forment qu'un semi-groupe : mais 
si on adjoint comme éléments symboliques les puissances de 
Vinverse —1, dites nombres négatifs (ou < 0), et Vunité o, on a 
un groupe dont les éléments sont les entiers rée/s ou rationnels. 
xv ety étant des entiers positifs et. 2 >y on convient que — x ae, 
Le nombre des points (2,,..., 2,) dont les coordonnées sont des 
entiers réels est Q” =Q pour vn fini. L’introduction des nombres 
négatifs donne x — y= —(y— 2) et par suite sans distinction 
CO —— Oe. 


10. Siaest Wun ordre fini m = My; = a; ;, les pz étant premiers 
entre eux deux a deux, done les %; premiers entre eux, on 
pourra résoudre Yajxj= 1 ('). vj étant premier a pz; (pe divise a, 


(') Plus généralement cherchons des entiers v,tels que Sx;2,=8, a,....,%,,8, étant 


” 
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pour kA 1), a%*i= b; sera d’ordre wj;, et Von aura a=rbj, 
Vordre des facteurs étant indifférent : cette décomposition 
de a est dailleurs unique, car en élevant a= Ib; a la puis- 
sance ,;2;, on obtient (b%==1 pour 754X),) ai — beer, 
Apres Bap; =a, ae —— Deal 


11. Si, dans un groupe fini, vx) est le nombre des e;,), vg celui 
des eg, on a, en désignant par 2? une sommation ot & parcourt 
tous les diviseurs de y y compris 1 et y,¥~—= Sf'vg. De 1a résulte 
Vr== Ly egvg)(60'= k), em désignant (—1)# si les » facteurs pre- 
miers de m sont distincts, 1 si m2 = 1, 0 dans tous les autres cas (*). 


12. Un groupe abstrait est défini par ensemble des relations 


des entiers donnés. Soit |«,| le plus petit des |a,|et a —=y,-4,+2';(|a,|<|a,|,y,=1,%;,=0). 
En posant 2, = Sy,z; on est ramené a résoudre a, 2, + 2, 2,+... =f ou le plus 
grand commun diviseur 6 des coefficients est resté le méme et ot le plus petit 
coefficient a diminué en valeur absolue. Si 2;=0 (i> 1), on est sir que le pro- 
bléme, ale supposer possible, sera indéterminé, z; restant indéterminé. En répeé- 
tant l’opération, on aura finalement une équation de la forme 6y = § résoluble 
toujours et seulement si 6 divise 8. Les #; dépendront alors de n —1 indétermi- 
nées puisque m—1 coefficients se sont successivement annulés. 

(1) Cavcuy, Eaercices d’Analyse et de Phys. math., t. Il, p. 179, 1844. 

(*) f(a), g(a). h(d) étant trois fonctions, définies seulement pour des argu- 
ments diviseurs de N(y compris 1 et N), dont la seconde satisfait aux condi- 
lions g(d)g(da')=g(dd'), g(d) n’étant pas nul quel que soit d( donc g(1) =1), 
si ’on suppose vraie pour tous les diviseurs Q de N (ycompris 1 et N) une des 
deux égalités h(d)= Es" (8) 2 (8'), f(a) =—3" ey g (6) (6') (66'= a), Vautre le 
sera également. Supposons, en effet, que la premiére soit vraie. On aura par subs- 
titabion fd) =y"e sg (6 yew ()g(e') == (2 (0) g(o) 53°23 (tt! = 8", S=0T ) Ox 
je dis que 23%; 0 sig #1. Comme ¢y est nul si 6 a un diviseur carré, on peut 
remplacer ¢ par le produit Q =q,...q, de ses facteurs premiers différents; alors, 
pour le diviseur 1, ¢;= 1; pour les ie 91» ---> 7, la somme des € est —7; 


n(r— 


pour les diviseurs g,q, elle est + —— Dass pour le diviseur q,...g,=Q, €9 =(—1)". 


Done Dy es = ( T—1)* = 0,5 On eS que, sig(d)=1, on peut, dans l’expression 
de f(d) pour d> 1, remplacer h(4') par h(4')—c, c étant une constante : c’esl 
parce que cela n’est plus permis pour d = 1 qu’on ne peut conclure a ’égalité de 
h(d)—c et de EN" f(8)- 

Si, quels que soient les diviseurs d, d' de N, h(d)h(d') =h(dd'), h(1)4o, 
g(d)=1, on a évidemment /(d@)=(1—h(p)), p parcoarant les facteurs pre- 
miers distincts de d. Soit, par exemple, ¢(4) le nombre des entiers £6 et pre- 
miers a6. Achacun d’eux 2 répondun entier 26’ ayantavec d=60' le p. g.c.d. a’ 
et réciproquement. En prenant successivement tous les systémes d’entiers = d 
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telles que ab =c qui donnent le produit de deux éléments quel- 
conques et quiconsttuent la loi de composition ou, si l’on veut, la 
table de multiplication du groupe. Ces relations qui doivent véri- 
fier les postulats I, I, HI ne sontordinairement pas indépendantes : 
ainsi de ab=d, be=e, dc=/f, ae = g on déduit par la loi asso- 
clave g = f. Cet exemple montre en méme temps que la table de 
multiplication peut entrainer lidentité de certains éléments sup- 
posés distincts. Si ordre du groupe est donné, la construction de 
la table de multiplication n’est done plus arbitraire (C/. 18, 19). 

Soit %, %, ... un systéme de générateurs; si l'on remplace 
dans la table de multiplication chaque élément par une de ses 
expressions, au moyen des «;, cette table donne un syst¢éme d’équa- 
tions entre les a; qui est équivalent a la table, c’est-a-dire qu’on 
peut déduire chaque systeme d’équations de l'autre. Tout systeme 
ainsi équivalent a latable de multiplication est un systéme d équa- 
tions de définition du groupe. 

Deux groupes sont dits dist/ncts si aucun changement de géné- 
rateurs ne peut amener leurs équations a la méme forme. 

Voiervdeux exemples ; Les ¢équations a? 1, 6?=1, c?= 11, 
ab—ba—c, ac—=ca=b, be =cb=a donnent visiblement la 
table de multiplication (vérifiant les postulats I, IH, HI), d’un 
groupe Q abélien non cyclique d’ordre 4 (15) dit carré dont les 


S md Sepa aA ree 
ayant pour p.g.c.d. avec d un des 6, on a d= yz (6). D’ot inversement 


o(ad)= By es 8'= dz(1— p-"). 

Svittoujours g(d)=1. Si quels que soient les entiers z et y onah(#)=h( ay) 
done = h( (y)*) on voit, en faisant ake que h(a) est de la forme a*. Posons 
alors f, (da) = Zs" ‘esa 3, Votat= a t fa (6). Sid=py, p étant premier av et siéd=cr, 

¢ divisant p = oo’ et t divisant v = tt’, on a exy= e,e, et 


Wied yy) ==" ey Boer ou FEO = sf &g fam (v) 


(on pourrait définir f,(d@) par la condition de vérifier cette formule quel 
que soit vy quand p est une puissance de nombre premier jointe a f,(1)= a: 
Vapplication réitérée de la formule redonne la premiére définition). Comme 
F(p*)= aP* — ar**= ar" (azr)—1) (p premier) est divisible par p* (voir 
n° 25, note) f,(m) est done divisible par m. Appelons diviseur propre de a"— 1 
un diviseur qui ne divise pas a*~—1 pour a<n. Si un diviseur 6 de a"—1 
est diviseur propre de a*—1, k divise n, car si n=kq ree “Ale 
6 divise aki+r—aka=aka(a"—1) d’ot r=o. Donc Wess “o(d) =a" -- 
(6 dans la sommation ai" parcourant les diviseurs ses de a*’—1). Done 
Su" o(d)= XY e,(a”—1) = f,(n) ( Cf. Dickson, Annals of Math., 2° série, t. 1, 
p- 1, 1899). 
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éléments sont 1, a, 6, c; mais Q= ja, b| peut étre défini par 
207 = Oe 

De méme sur les équations 


Oi == Ob Cre, eta Seyi SS teh 
( OC COs = 10) bi a CO = 02 C06 aa, 
2 | (CaN KY (oh i fa) OCC) aCe Os 
HN MTOM ree I PUG =a OGG) blab =—"c 


on lit immédiatement la table de multiplication (vérifiant les pos- 
tulats I, H, If) d’un groupe H d’ordre 8 (19), dit groupe des 
quaternions ('), dont les éléments sont 1, @, b, c, a*, b?, ec, d; 
mais H =} a, b{ peut étre défini para*=1, 6? = a, b- tab a*, 


13. En général, un élément z sera dit indépendant d’un systéme 5S 
d’éléments si x n’est pas égal a un produit d’éléments de S, Les 
éléments de S seront dits indépendants (entre eux) si chacun est 
indépendant du systéme des autres. 

Pappellerai fondamental tout systéme d’équations de définition 
otine figurent que des générateurs indépendants et Punité (qui 
ne peut jamais étre un générateur indépendant). Ainsi, deux quel- 
conques des trois éléments a, b, ¢ peuvent servir de générateurs 
indépendants, soit dans Q, soit dans H. a? = b?=1, ab = ba est 
un systeme fondamental pour Q et at=1, a@=b?, ba=atb 
pour H : pour vérifier ’équivaience de ce dernier systéme avec le 
systéme (1) on peut poser ba=a*?b=c et observer que ba=a*b 
permet de réduire chaque produit ...a*b%a*’by'..., en faisant 
passer tous les 6 a droite, a la forme a* by; ou bien on remarque 
que ces équations réduisent les formes a%6/ a huit distinctes, formant 
un groupe contenu dans H, done identique 4 H. Le nombre des 
générateurs indépendants peut varierd’un systeme de générateurs 


© 
N 


dun autre: ainsi, le groupe cyclique engendré par @ d’ordre fim 


(') Du nom des quantités complexes 2 + Bi + yj + 6k (a, 8, y, 6 réels ) intro- 
duites par Hamilton, ot les unités complexes ou symboles i, j, k sont liées par 
les relations 


“9 


7 Ste Jk = —jk =k ki = — tk iF iy =—-Ji a 


il suffit de poser 7 =a, 7=6, k=c, —1 =d pour retrouver Jes relations du 
texte. 
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m=O" pz, les yp; étant premiers entre eux deux a deux, peut aussi 
étre engendré par les n éléments indépendants 6; d’ordre v;, dont 
a est le produit. 

Un groupe cyclique infini exige toujours deux générateurs a, b, 
inverses l’unde l’autre et est complétement défini par ab = ba = 1. 
Si, parmi les générateurs d’ordre infini d’un groupe G, ily ena 
un nombre fini a,, ..., @, qui figurent en méme temps que leurs 
inverses respectifs 6,, ..., b,, on peut, au lieu des 6;, introdwire 
un seul générateur x lié aux a; par les n 4+-1 équations 


(2) ae Nhe pep. C1. Ane — I, 


B= MS 8 ST 


car on en déduit, en posant dg... an 2=D, Ajzp4... An LQ, ...Aji_y =; 


(2=519; oes, 8 — 1), aA)... A@p_1— Dy, les an équations 
(3) ajo;= bia; =1. 


Inversement de (3) on déduit (2) en posant # = 6,...6, et en 
multipliant 2a,...a@,=1 a droite par b,...6;, a gauche par 
iit (ha tn ey 7). (0) devant résulter des équations de G, 
(2) en résulte aussi. Si lune des équations (2), la premiére 
par exemple, ne résultait pas des équations de G, Vélément 
Ua,...Ay_,= bp vérifiant a, 6,1 et non b,a,—1, a, n’aurait 
pas d’inverse et G ne serait pas un groupe. 


14. Considérons encore le groupe abélien engendré par 
n générateurs indépendants a; Vordre premier p. Ses équations 
sonia? ==1,> azax—ara;. Les p" formes possibles, ay‘. ya" 
(xj=1, 2,.+.., p) pour les éléments du groupe étant distinctes, a 
cause de l’indépendance des générateurs et de leur ordre premier, 
le groupe sera d’ordre p”. Jappellerai groupe abélien principal 
Wordre p” un groupe abélien de cette forme. Tous les éléments 4 1 
du groupe sont d’ordre p et il peut étre engendré par n éléments 
indépendants quelconques. Cherchons dabord tous les arrange- 
ments possibles b,...6, de ces divers générateurs. On peut 
prendre le premier 5, de p” —1 maniéres; il reste alors a choisir 
pour 6, entre p”— p éléments hors du groupe engendré par 0,. 
Le groupe engendré par ), et 6, étant d’ordre p?, on pourra 
choisir 4; entre les p”— p? éléments qui n’y sont pas contenus, 
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puis 6, entre les p’— p® éléments étrangers a }b,, 62, b5{, ete. 
Il y a done (p” —1)(p"—p)...(p" — p"®") arrangements 
possibles de générateurs indépendants (si bz = bg2... by bs3 et sid 
. . Lr . ¥ +; ue fs . 
est le plus grand indice, 63°, et, par suite, 63, p étant premier, 
serait dans }b,, ..., 6g_,{ contrairement a la construction). Le 
nombre des combinaisons possibles de générateurs sera n! fois 


moindre. 


15. Un élément z sera dit absolument indépendant d'un sys- 
teme S d’éléments si aucune puissance de .v n’est égale a un pro- 
duit déléments de S. Les éléments de S seront dits absolument 
indépendants (entre eux) si chacun est absolument indépendant 
du systeme des autres. Un systeme de générateurs absolument 
indépendants sera dit une base. Les générateurs eux-mémes seront 
alors dits éléments ou générateurs basiques et leurs ordres les ordres 
basiques. Une base d’ordre minimum, c’est-a-dire composée du 
plus petit nombre possible de générateurs, sera dite minima et 
son ordre le rang du groupe. Ainsi les générateurs a, b de Q sont 
absolument indépendants, mais non les générateurs a, 6 de H. 

La question de savoir si un groupe G de rang fini 7 dont tous 
les éléments sont des e,,) ( étant fini) est nécessairement fini 


n’a été résolue jusqu’ici que dans des cas particuliers. Pour = 2, 
G est un gsrabélien principal (9, 14). On verra (73) que, pour n=3 

82 I P ’ : >| ’ 
Pordre de Gest <3” et que, pour n = 4, avec r= 2,lordrede G 


divise 2!2, 


16. [limporte d’observer qu'un systéme absolument quelconque 
d’équations entre des éléments regardés comme générateurs n’est 
jamais incompauble. Ces équations sont analogues aux équations 
homogenes (la notation additive le met mieux en éyidence); on 
n’en déduira jamais que lidentité de certains éléments, et la seule 
proposition qu’elles pourraient contredire est Vhypothése que ces 
éléments étaient distincts : mais elles ne définissent un groupe que 
si elles déterminent linverse de chaque générateur. 

Le calcul des générateurs est supposé associatif (c’est-d-dire 
que, A, B, Cétant trois produits de générateurs, on regarde (AB)C 
et A(BC) comme identiques); un systeme d’équations S définit 
donc toujours un corps E dont les éléments sont les produits de 
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générateurs que S laisse distincts. Mais on ne peut affirmer que E 
soit un semi-groupe. Si, par exemple, S se réduit a Punique équa- 
tion @,...d@,=1 (le méme générateur pouvant y reyenir plusieurs 
fois sous des désignations différentes), E ne sera pas un semi- 
groupe, Car d,...@, y serait linverse de a, (8) et lon aurait 
G2... dg @g== Pe puis Ae MEME G7, 4...6Ay Q;...2p—= 1 (r=—1,..., n). 
Done un systeme qui définit un semi-groupe et contient une quel- 
conque de ces équations entraine toutes les autres ainsi que 
Pexistence des inverses de chaque a;. Si aux équations at—=1, 
6?—a?, ab=ba* du groupe des quaternions on ajoute a@?=1, 
on obtient le groupe carré. Si au contraire on supprime une 
équation, une infinité de produits de @ et de 6 restent distincts: 
ils formeront un groupe sil’équation supprimée est ab = ba*; ils ne 
formeront qu’un semi-groupe si l’équation supprimée est at=1 
ou 6?= a?, inverse de @ ou de 6 n’existant plus. 


III. — Conséquences d’un systéme d’équations. 
Nombres rationnels et irrationnels. 


17. Cherchons la forme générale des conséquences d’un sys- 
teme 5 d’équations entre des générateurs (distincts) a, ds, ... (') 
indépendants ou non, lorsque S définit un groupe G. Alors az! a 
un sens et l’on pourra, en multipliant par des a;', ramener a 
Punité le second membre de chaque équation de 5, puis remplacer 
ou non dans le premier les a;' par des produits de générateurs. 
Le systéme ainsi obtenu étant équivalent au primitif, supposons 5S 
donné sous la forme F,=1, F,=1, ... (ot peuvent figurer 
les a;'). 

Chacune des conséquences de 5 peut, par des trans forma- 
tions tdentiques (cest-d-dire ne supposant aucune équation 


(1) Le lecteur suppléera aisément a l’insuffisance de la notation quand l’en- 
semble des générateurs n’est pas dénombrable : alors a@,, a, ... représentent 
seulement certains éléments de ensemble; néanmoins, en disant « les a; » j’en- 
tendrai tous les éléments de l'ensemble. Cette observation, faite une fois pour 
toutes, suffira sans doute pour les cas analogues qui se présenteront dans la 
suite. : 
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autre que aja;'=a;'!aj=1 entre des produits formellement 
distincts), étre mise sous la forme typique Uy,.V~'F='!V =1, F 
parcourantun systéme de F;ou le méme peut revenir plusieurs 
fois, V parcourant indépendamment de F*' des produits quel- 
conques de ajet dea;' ot les a;' peuvent figurer formellement, 
et V~! étant écrit de maniére que V~'V =1 tdentiquement (il 
en sera de méme dans toute cette question pour les autres lettres 
affectées de l’exposant —1). En effet, S est sous forme typique. 
Supposons qu’on en ait déduit un systeme de conséquences sous 
forme typique formant avec S un systeme S’. La transformation 
qui rameéne une équation a la forme typique étant identique n/altere 
pas sa valeur logique et l’on pourra dans toute déduction prendre 
sous forme typique chaque équation dont on se sert. Il suffit done 
de montrer que toute conséquence de S’ peut étre mise sous forme 
typique. Or on ne peut déduire une conséquence d’un systeme 
@équations que par la répétition de deux opérations : multiplier 
les deux membres d’une équation par un méme facteur (l’équiva- 
lence de l’équation ainsi obtenue avec la primitive résulte de la 
définition dun groupe), substtuer a un produit d’éléments un autre 
produit égal (soit identiquement, soit en vertu de 5S‘). Le résultat 
de la multiplication des deux membres de I1V~' F*!V =1 par A 
s’écritidentiquement ILA~!'V~'F='VA=1 qui ala forme typique. 
Soient ABC =1, ®=1 deux équations de S’, la seconde équi- 
valant identiquement a B = D. ® sera de lune des formes B~'D, 
DB“, BD~', D~'B. Le résultat de la substitution de D a B 
s’écrira done identiquement ou ABCC’! B-'DC =1, c’est-a-dire 
ABC..'C-' @1C =1, ou ADB-'A'. ABC =1, c’est-a-dire 
A®*' A~!. ABC = 1, done toujours sous la forme typique. 

Ainsi, pour former ensemble & des premiers membres des 
conséquences de S sous forme typique, on formera d’abord celui 
T des V-' F*'V et ensuite celui des produits des éléments de T; 
6= DT“. 


Par exemple, dans toute conséquence du systéme 


azviz ajaz,ayz' agi 1 


qui définit un groupe abélien, la somme des exposants de a; sera 
un multiple de o;. [len résulte que les a; forment une base. On 
arrive 4 la méme conclusion si les équations a¥'=1 ou quelques- 
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unes d’entre elles sont remplacées par a;a,'=ajz'aj=1 (le 
groupe est alors infini). 


18. Supposons que dans les équations d’un systeme S définissant 
un groupe G figurent deux séries de générateurs @,, dy, ..., dy, 
b,, ... et désignons d’une maniére générale par X(a;) = X(a), 
X(6;) = X(b) des produits des a*' seuls ou des 5*' seuls, par 
Xa—1, Xs, ce que devient le produit de générateurs X ou le sys- 
teme d’équations X quand on y remplace les a ou les 6 pari. Ll 
est clair que si ® =1 résulte de S, ®,.,=1 résultera de Sjiy, et 
plus généralement, si dans ® = 1 on fait quelques-uns des b égaux 
a1 ou entre eux, le résultat obtenu résultera du systeme obtenu 
en faisant les mémes changements dans S (il suffit pour le voir de 
faire les mémes changements dans toutes les déductions conduisant 
a ®=1). Si donc ®=1 ne contient que les a, elle résultera 
de Sp, ; mais une conséquence de S-, ne résulte pas en général 
de S. Supposons que S,—, définisse un groupe B. En général, 
Sa-1 ne résultant pas de S, les conséquences de Sg, ne le seront 
pas de S, c’est-a-dire que la table de multiplication de B ne fera 
pas partie de celle de G et que G ne contiendra pas B : autrement 
dit, les 6, dont le sens dépend essentiellement (8) des relations 
qui les lient, auront un sens différent et engendreront des éléments 
différents dans B et dans G. Au contraire, si Sz, résulte de S, 
G contient B, 5, étant le systéme des équations de S ot ne figurent 
que les a*', supposons encore que S, définisse un groupe A. Ici, 
S, résultant de S, les conséquences de Sz le seront de $; mais G 
ne contiendra pas encore nécessairement A parce que S peut 
identifier des x(a) laissés distincts par Sz. On observera que, les 
conséquences de S dans A résultant toutes de S,_,, G contiendra 
A si Spx, résulte de Sg. Si cy, C2, ... sont des éléments de G, il 
est clair que tout systeme d’équations équivalent a l’ensemble des 
relations établies par S entre les c;' définit le groupe engendré 
par les c;"'. 

Je me bornerai au cas important ot S a la forme 


Ai(a)=1, By/(b)=Aj(a), bgtarbe= Alta) (i, j,k, l= 1, 2,.06)s 


[(Si A; =1, Gcontient B, car alors S,=, équivautau systéme S, 
des B;=1. Si, en outre, Af‘=a,, G contient aussi A et est dit 
s. : 
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produit direct de A par B (cf. 53)]. En posant Aj*(A?m) == Apr Om 


ae Bb l Bb) (b) 494 
et généralement A} (AY) = APT, dou 


AB) [y (6) 6 (6)] AIR) (6)] 6(2) 


on aura 8(b)~!a;8(b) =A}, B(b)-ta(a)8(b) =a(AP™). On 
pourra donc faire passer les b a droite ou a gauche et ramener 
tout élément de Ga la forme «(a)8(6) ou 3(6)a(a@). Soit alors 
9 ==1 une conséquence des B;=1, et considérons les opérations 
(multiplications et substitutions) par lesquelles on la déduit des 
B;=1. Faisons, en partant des B;= Aj, des multiplications et 
substitutions identiques, sauf naturellement que les substitutions 
introduiront des a (sans changer d’ailleurs la place relative des 6). 
On obtiendra une relation o!=1 (qui se réduit 4 9 =1 quand on 
remplace les a par 1). Faisons-y passer tous les 6 a gauche puis tous 
les a dans le second membre : on aura une équation de la forme 
o==4. Ainsi @ toute relation ¢=1 entre les b de B répond 
entre les b de G[si G ne content pas B, les 6 de G ne sont pas 
les mémes que ceux de B puisque leurs relations mutuelles sont 
différentes (8) ] une relation de la forme 9 == (cf. 66). 

Si done 8 = 9’ dans B, c’est-a-dire en vertu de Sg.,, on aura 
dans G; c’est-a-dire en vertu de S, 8 =a’ (ou B = B’a (a)) et 
A aura les mémes éléments distincts que A$’. Si § = 6’ dans B, 
on n’aura dans G aucune relation 8 = #8’, car on en déduirailt, en 
faisant lesa égaux a1, que 8 = @' résulte de S,-,; alors Af et AB 
n’auront aucun élément commun. Done st 8, parcourt dans B un 
systéme d’éléments distincts (en sorte que, dans B, tout % est 
égal a un 8, eta un seul), tout élément de G sera dans un Af, 
(ou Bg A) et dans un seul. 

Dans A8, qui contient tous les éléments de G un élément «8, 
ne pourra étre répété que dans Afsg sous la forme a’ fy, « et a! 
étant distincts dans A, c’est-a-dire en vertu de Sz, mais égaux 
dins G, c’est-a-dire en vertu de S (donc aussi en vertu de Sj). 
Cela n’aura lieu que si S établit entre les a d’autres conséquences 
que Sq, c’est-a-dire si G ne contient pas A. A'n adjoignant a Sa 
toutes les conséquences que 5 établit entre les a, G ne change 
pas; mais Sq sera remplacé par un systéme Si, définissant 
un groupe A! contenu dans G (A’ n’est contenu dans A que 
si S!, équivaut a Sq dou A’=A. Alors, 4 parcourant A’, 


a 
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on aura sans répétition d’éléments G = A'S 8,= BB, A’ 


(cf. 64, 66). 


19. Pour que S n’établisse pas entre les a d’autres relations 
a Sa, deux conditions sont évidemment nécessaires. 
® Soient Se-tag, 5S Sys ce que devient S, quand on y remplace 
cage a; par 8-'a;8 ou par AP (a) respectivement. En transfor- 
mant S par 8 on a Sg-iag ou Sys. Done Sys doit résulter de S 
Sy-# devant aussi résulter de Sz, on voit, en transformant par 6, 
que Sq doit résulter de Sye. Done Sy, et Sys doivent étre équiva- 
lents. I faut et suffit pour cela que S,se! soit équivalent a Sz (pour 
chaque 6;'). Car en remplacant maa a; par A?m, par exemple, 
dans les systémes équivalents Sz, Sa, on obtient encore deux 
systémes équivalents qui sont Sym et Syordm3 done Syd; bm équivaut 


e 
SEHD 


a S,. Ainsi les a; et les A’e (6;,' restant fixe) sont deux systemes 
de générateurs liés par les systémes respectifs d’équations Sag, 
S,%@'. Jappellerai automorphisme cette transformation d’un groupe 
en lui-méme et condition ou conditions ad’ automorphisme Ven- 
semble des conditions que l’automorphisme considéré ici impose 
a5. On observera en particulier celle-ci : 


ar B-AB-*g = Matte 


qui port eas des a, par les Ay. Si, par exemple, S a la 
forme a, ‘a= — ft as b?=1, b;'a,b,=—a*, S,o, a la forme 
I, 1 ) 1 4? A 


aD 6 ae at ee ct n rediieat AD_e que’ si\A==1 (+). 


2° Il faut que, dans A, Aj! a, A"! = Afi"; si G est fini, l’équa- 
tion répondant aux signes inférieurs résulte de l'autre comme on 
le voit en répétant la transformation par A’. Cette condition sera 
dite de fermeture. 

Si les A’ seréduisent a1 (ce quia lew en particulier si Bestcyclique 
etinfini, les B; = A’, se réduisantalors aux deux équations b;'b,= 1, 
6,6,'=1), ces deux conditions suffisent pour que toute conséquence 
de 5 entre les a résulte du systéme S/ des seules équations A;= 1, 


(*) A est ici cyclique et infini, et de méme A’. Mais, bien que A’ soit isomorphe 
a A (64), la transformation par 6, ne fournit pas un automorphisme de A si A 
est > 1. 
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bj, a,b,= A}. En effet, S’ donne b;' A’)! byayb;,' Aj bp Ave Be, 
Done ici, en vertu de S', b;'B; bx et de méme tout 8B; B=w 
est permutable a @,, donc a tout produit de a. Or dans une consé- 
quence ® = IV;'FF'V,p=1 de S(F parcourant les premiers 
membres des équations de Sramenées a la forme typique) V;'F=' V, 
se ramene en verlu de S'ala forme a7! A; (A$)*! asi F=A,, eta la 
forme a—'6-'BY' Ba si F = B;. En faisant passer 4 gauche tous 
les 6-'B;'6, on voit que ®=1 prend jen vertu de S! la forme 
£d’—1, ¥, &' étant les premiers membres de deux conséquences 
de S,.,, 5’ respectivement. Or ®, si l’on y intercale des B-'8 a 
des places convenables, présente tous les b de ® dans l’ordre oti 
ils s’y rencontrent. Ils se détruisent identiquement si ® =—1 ne 
lie que lesa, et alors ® =1 équivalant en vertu de S! a une con- 
séquence ®’—1 de S' résulte de S’. 

Si B est cyclique et fini, les Bj = A’, se réduisent 4 une équation 
dela forme 67—= A, et Sdonne 6,'A,6,=A,; donc A, (A)==A, 
doit résulter de S,. J’appellerai cette nouvelle condition condition 
de permutabilite. Si elle est vérifiée, ainsi que les deux autres, 
toute conséquence ®=1 (sous forme ltypique) de S entre les a 
résulte encore de S’. En effet, d’apres les hypothéses, B, AT'= F, 
sera, en vertu de S', permutable aux a et a 6,. On pourra donc, 
dans ®, faire passer, a gauche, d’abord tous les F, qui y formeront 
un produit F*, puis, A’ étant permutable a 6,, tous les B, quiy for- 
meront un produit b”*. Comme plus haut, on devra avoir k =o. 

Donc F, disparait en-vertu de S’ et ® =1 résulte de S’. 

Or toutes les fois que S n’établit pas entre les a d’autres consé- 
quences que S‘, les conditions d’automorphisme et de fermeture 
suffisent pour que G contienne A. En effet, on verra plus tard 
quwil existe effectivement un groupe contenant A et vérifiant S/(*), 
Donec S! widentifie aucun élément de A avec un autre. 


(*) Voici la démonstration qui sera développée dans les Compléments. Soit 
G =z. En appelant b; la substitution (a,, A?) desx, aj, la substitution (v,2a,), 
le groupe engendré par les @’, b' (les b’ ne sont pas nécessairement tous dis- 
tincts) vérifie S’ et contient le groupe A’ isomorphe a A engendré par les a@,. 
Quand les A’, se réduisent a 1, la condition de fermeture exprime évidem- 


J 
ment que ies automorphismes (a,,A%*) engendrent un groupe homomorphe 


a B (64). 
La nécessité des conditions d’automorphisme, de fermeture et de permutabilité 
a été reconnue d’abord par M. Holder (M. A., t. XLIII, p. 327; 1893). 
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Si chaque B; se réduit 4 6; (alors B=1 et si G contient A, 
ona G=ZA8,—= A)etchaque Aft’ a Aveta, AT', les conditions 
de fermeture et d’automorphisme sont des fee car 5 yet équi- 
vaut 4 A,#'A;A,*!=1 donc a A;=1. Adjoignons 6; seul a A: 
les conditions de permutabilité étant des identités, le groupe obtenu 
coincide avec A, et lon peut laisser de cdté b; et les équations ov 
il entre. En adjoignant successivement les bj on aura donc G= A, 
En omettant les équations 67! a;b7,' = A! a, A‘! qui résultent des 
autres, on voil quun groupe G défint par A;j=1, b,= Aj coin- 
cide avec le groupe \ défini par les Aj =1 (ce qui était, du reste, 
évident, les relations 6; = Nj revenant a nommer autrement ° 
les A} ). Supposons, dans ce systéme S, les équations bj= A’, réso- 
bibles par rapport aux @, c aca équivalentes a un systéme 
ai= w,(b) (les 6 forment done un systéme de générateurs de G) 
et soit A;(vb/) = vb;(b). Le systéme S! formé des wh;=1, a;= Vb; 
équivaut 4 S, et en partantde S!/ on yoit comme tout a l’heure 


que G coinc ae avec le groupe défini par vb; 1. Mais G’ conte- 
nantG puisque 6;= A‘, ona G’=G, Ainsi le systéme des Wy;=1 
équivaut 4 celui des A;=1 moyennant bj = A‘, ou a= Wb; (cette 


derniére restriction sera souvent sous-entendue). Remplacer les 
A;=1 par les vb;= 1 revient a faire un changement de générateurs. 


20. Prenons, par exemple, pour A le groupe cyclique ©, défini par 
a”®=1. Pour former un go, G en lui adjoignant un eg 6 avec les équations 
62=1, bab=aé®, on devra avoir, d’aprés la condition de fermeture, 
¢=-t1(en négligeant les multiples de nm). Si e=1, Gest un go, abé- 
lien wo, (pour n impair, 4, =})ab{ est cyclique), Si ¢=—1, Gest un 
Zon On dit diédral formé des éléments a%, ba*, les ba étant. d’ordre 2; 
on remarquera que, si 7 est impair, les transformés a—* bat = ba? de b 
fournissent tous les eg de (O,; si m = 2%, il faut, pour avoir tous les és, 
prendre encore les a~* baa eta. (3 est évidemment le groupe carré Q. 
Si n = 2v et si b vérifie b2 = a’, b-!ab= a-', on obtient un gox Ap que je 
nommerai dicyclique; A, est distinct de ®,, car il contient les e, ba*. 
A, est le groupe H des quaternions. 

Prenons pour A le groupe (DO, et cherchons a former un gy, en lui ad- 
joignant un ey c. On aura c?=1, cac=a®, cbc = bad (sin=2, ¢ est né- 
cessairement permutable a un des trois e, de (®» que l’on peut toujours 
appeler a). Les conditions de fermeture exigent que e=-+1 et que 
A(1+¢)=o0(en négligeant les multiples de 7). 

Soite =1. Sin est impair, A=o et G est le produit direct ®), de Oy 
par }e{; @®), coincide alors avec @e,, car a’ =ca est dordre an, et 


22 CHAPITRE I. 


ba'b =a’. Sin =2v,} =0 ou yv: on vérifie directement (tout élément 
de G étant de la forme a*, ba®, ca® ou cha®) que tout élément de G est 
permutable a a et a c dans le premier cas, a aY seulement dans le second; 
donc pour }=v on aun gy, (0), distinct de @/,. Si n > 2, MD), et MD), n’ayant 
aucun @2, sont distincts de ®s,. Sin =2,cb=a' est d’ordre 4 dans (4, 
et G5, toujours distinct de (D4, coincide avec @,. 

Soit ¢ =—1. Je supposerai m > 2, sans quoi ce cas se confond avec le 
précédent. La condition de fermeture disparait. Si m est impair, ou si n 
et A sont pairs, en prenant chat = c' pour générateur au lieu de c, avec la 
condition que 2a soit de la forme A+ kn, on voit que G est le produit 
direct de (®, par jc{ et l’on retrouve ®),. Si n est pair et ) impair, 
chax*=a' est dordre 2n pour 22 = h+1, et comme ba'b= a'—, G coin- 
cide avec (Dap. 

Prenons pour A le groupe Q et cherchons, en lui adjoignant un e3 ¢, a 
former un gy. qui ne soit pas produit direct de Q par }c{. La condition 
d’automorphisme exige évidemment que c transforme les uns dans les 
autres les trois é¢, de Q, et J’on aura c®?=3,c-1ac=b, c4bc= ab. Le 
219 G ainsi défini est dit ¢étraédral. I contient, outre l’unité, les trois es 
de Q et les quatre gy} wew|, uw parcourant Q. 

Prenons pour A le groupe G et cherchons a former un g», en lui adjoi- 
gnant un e, d. La condition d’automorphisme exige que d transforme ¢ 
enun e; de © tel que uwce®u, wu étant dans Q. d, devant transformer les uns 
dans les autres les e, de Q, sera permutable a l’un d’eux qu’on peut prendre 
pour a. On aura donc, avec d?=1, dad =a, dcd=uc*u, ou bien dbd=b, 
ou bien dbd= ab. Dans le premier cas, la condition d’automorphisme donne 
#@=1 et, en prenant dw pour d, on a un gy.’ produit direct de G 
par }c{. Dans le second cas, la condition d’automorphisme exige 7 = 2 et 
celle de fermeture w= a ou 1; en prenant au besoin da pour d, on peut 
supposer u =1 : le go, © ainsi défini est dit octaédral ou hexaédral. On 
véerifie directement qu’aucun élément de © n’est permutable a chacun des 
générateurs a, b, c, d; donc © est distinct de @’. 

En prenant pour A l’un des groupes (3, © et en cherchant a former 
respectivement un gy. (4 ou un gyg ©’ par l’adjonction d’un e, g, le lec- 
teur pourra verifier que ()', est nécessairement le produit direct de (Ds 
par }g{ et ©’ celui de © par {| g¢{ (‘). 


21. Prenons encore pour A le groupe défini par a7 =1. Adjoignons le gé- 
nérateur 6 et les équations b’= a?, b-1ab =a; le groupe obtenu contien- 


(1) Cela résulte d’un théoréme général qui sera établi dans les compléments et 
dont voici l’application au cas actuel : ()), et © sont respectivement isomorphes 
aux symétriques de degrés 3 et 4, et le symétrique de degré n est complet pour 
n #6. Or un groupe complet se sépare de tout groupe qui le contient norma- 
lement. 

On trouvera, dans la Note I, les représentalions géométriques des groupes (,, 
@M), G, G', O, O' qui expliquent les noms donnés a (D,, G, O. 
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dra A et sera d’ordre gr, a* bY (a2 =1, ...,93 y=1,-.--,7) fournissant 
chaque élément une fois. Prenons ce nouveau groupe pour A, adjoignons 
le générateur c et les équations cS = ay bt, c-1ac =a, c!be = a%b. La 
condition d’automorphisme exige que, dans A, (a*b)"= a8, donc que xr 
soit multiple de g. La condition de fermeture est que, dans A, ab = bd 
(de e-!b6e = a%b on déduit par récurrence c-sbcs= a%b), donc que xs 
soit multiple de g. La condition de permutabilité exige que, dans A, 
ay (a+b) = ay bv, done que xr soit multiple de g. Supposons ces condi- 
tions vérifiées; le groupe obtenu contiendra A et sera d’ordre grs. Pre- 
nons-le a son tour pour A et adjoignons le générateur d avec les équations 


dt= a®by, Gn ad — a, d-bd = arb, dled = cal pe. 


La condition d’automorphisme exige que, dans A, (caeb7)s’= av(ath)- 

ou (cb7)s = av+ty—ps hp, ou azs%s(s—1) bso = at—ps (c-2 bY c2 = aty2 bY 

donne par récurrence (cb7)" = c% araeu(u-l) hus), donc que so soit multiple 
8S : : 

de ret os —tp + 40%5(s —1)+ am 8 de q; elle exige aussi que(atb )r =a, 

done que tr soit multiple de g. La condition de fermeture donne, bat¢= b 


et d-tcdt se calculant par récurrence, b-Ya—®ca® by = cate+pottt—1) hot ou 
r ‘ ‘ 7 : : ; 
atp+,oti(-—l+xvhot—y, Elle exige donc que té soit multiple de g, st der 


ot he A Oho 
etto-+ioté(t—1)+ a 8+ xy de g. La condition de permutabilité est 


que a®(atbh)¥ = a®by, donc que yt soit multiple de g. Si toutes les condi- 
tions sont remplies et seulement alors on a un groupe d’ordre qrst. Si 
g =r=s=t=p premier, ces conditions se réduisent, pour p impair, a 
ce que xu, tv, ¢8 —ty, o8+ xy soient multiples de p, pour p= 2, ace 
que xp, tw, o(8 +x) + th, o(8 + t) + xy soient pairs. 


22. Considérons maintenant un systéme S d’équations entre des 
générateurs a,, d2,... indépendants ou non, définissant un semi- 
groupe G. Soient b,, b,, ... ceux des a dont l’inverse n’est pas 
dans G, ¢,, C2, ... les autres. On peut supposer que S se compose 
d’équations F;= 1 ne contenant pas de 6 et d’équations Aj= B; ou 
l'un des deux membres en contient. Adjoignons a S un systéme 3’ 
d’équations définissant, au moyen de nouveaux générateurs xj, les 
inverses des 6;,; par exemple les équations C;z;= 1, les C étant 
des produits de 6 tels que chaque 6 figure dans un Cet dans un 
seul, avec toutes les équations obtenues en permutant circulaire- 
ment x; et les 6 qui figurent dans C;z; (13), et d’autres équations 
quelconques F;=1 entre les a et les x. Soit 8 un systeme d’équa- 
tions #;=1 équivalent 4S + S/. 8 définit un groupe (j engendré 
parles a et les 7; mais 4 ne contiendra G que si les conséquences 
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de 8 entre les a coincident avec celles de S. La forme générale des 
conséquences de S est C= D, C et D pouvant contenir des 6: on 
les obtient parmi les 11 V~!3*! V =1 sous différentes formes, par 
exemple sous la forme CD~!=1 ot C est un produit de 5; et 
dec: D-f ua produit debe retde a. : 

Supposons, par exemple, que G soit abélien et que les A;= B; 
se réduisent 4.a;6,;== bja; (t,k = 1, 2, ...) 163 Fj—=1 se Compas 
sant d’équations c;cx¢; 'c,' = 1 (t,k 1, 2, ...) et d auteesequas 
tions ®;=1. Formons S’ des équations b;2;= x;b;=1. On pourra 
alors écrire b;' pour x; et prendre pour ¥;—1 les équations ®;=1, 
Cie.c, C= 1, arbpas by! = 1, 070 be be ease ee 
contient G. En effet, si C=D résultait de § et non de S, G 
et D pouvant contenir des b, mais ne contenant aucun b~', on 
en déduirait, G étant abélien, une relation A = B équivalente en 
vertu de S, donc résultant de $ et non de S, ot B ne contient que 
des 6 dont aucun ne figure dans A. Cette relation se présenterait 
comme conséquence de 3 sous la forme AB~' = 1. Soit P le pro- 
duit des ® qui figurent dans la forme typique de AB~' = 1. P con- 
tient les mémes c;, c;' que A et lon pourra former un produit B’ 
de } tel que, en vertu de S, PB’ soit égal 4 A. Donc B/B-' =1 
résulterait de 5 sans que Bb! = B résulte de S. Mais cela est impos- 
sible, car, dans toute conséquence de 8 sous forme typique, & 
figure autant de fois que b;'. Ainsi ( contient ici G. Le groupe G’, 
engendré par les 6 et les b~' seuls, est évidemment contenu dans G. 

Si Pon adjoint aux a, 6~' un générateur § et les équations 


Jer ar es. O20. 


on a un corps © qui contient G’, car toute conséquence du nouveau 
systeme qui ne résulte pas de 8 contenant évidemment 4 dans les 
deux membres, on ne pourra, de ce nouveau systeme, déduire 
Videntité de deux éléments distincts dans §; on remarquera que y, 3 
étant dans ©, ys—=4 exige que y ou 3 contienne 4 el par suite 
soit égal a 9. 

Soit par exemple c}=1, c, étant Punique c¢+1, et prenons 
pour 6; les entiers positifs 41, pour composition la multiplication 
ordinaire (on pourrait aussi bien prendre pour 6; les seuls nombres 
premiers 541; assimilons 4 a 0, puis, quel que soit 2 dans G, 
convenons d’écrire c,.2 = — x en assimilant —x aux entiers néga- 
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ufs déja définis quand x est un entier positif: © sera alors le corps R 
des nombres rationnels, ceux de G' étant positifs ou >o, les 
autres négatifs ou <o. a, 6, c, d étant des entiers positifs, 
on dit que ab~' est > ou <cd~' et —ab“!'< ou >—cd"'! 
respectivement selon que ad est > ou < bc; il en résulte que si, 
dans R, z est > yet y>z onar>sz. 

P étant Pensemble des points (2,, v2) 4 coordonnées entiéres, 
ona Mo Pet R20) PO: done R= a. 

Liaddition des éléments de R se définit par 


ab-\+ cd-!=(ad + be) b-'d-!, 


a, 6, c, d étant des entiers réels : il en résulte que R forme un 
groupe quand on compose les éléments par l’addition, et que la 
multiplication y est distributive par rapport a laddition, c’est- 
a-dire que x, y, z étant quelconques dans R, 7 (y+ s)= xy + 23. 

A chaque division en deux parties A, B de l'ensemble R’= A + B 
des nombres rationnels > o telle que chaque élément de A soit infé- 
rieur a chaque élément de B (une telle division est dite coupure ) 
faisons correspondre un élément x (défini par la coupure) qui sera 
élément maximum de A si A en a un, l’élément minimum de B 
si B en aun, sinonunsymbole nouveau dit nombre trrationnel. 
L’ensemble C’ de ces éléments x est ensemble des nombres réels 
posittfs. Ecrivons T— Ab )<et. soit, 2,—(A,,.B,) un autre 
nombre irrationnel. x est > 2, ou < 2, selon que A contient ou 
non A,. Soient Ay, By, As, Bs, les ensembles des nombres distincts 
de A+ A,, B+ B,, AA,, BB,, respectivement : on aura par défi- 
nition 2+ 2,;=(As, Bz), vv,;=(Asz, Bz). Ay, B, désignant les 
ensembles des inverses des éléments de A, B respectivement, on 
genni pare = | A, By). 

Lorsque !’on compose les éléments x de C! par la multiplica- 
tion ordinaire on a un groupe. 

Adjoignons un générateur a et les équations a?*=1, 
axca-'x'=1; on a encore un groupe. 


Adjoignons encore un générateur ) et les équations 


Se— 20 == 70 Ua = 02 0% 


on aura un corps. En identifiant 4a 0, en écrivant az =— x eten 
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identifiant — 2 aux nombres négatifs déja définis pour x rationnel, 
on a le corps CG des nombres réels ot ceux de C’ sont positifs 
ou > 0, les autres négatifs ou < 0, ot, z, yv, = étant des éléments 
quelconques, —z est <<— ysix>y, olxvest<ssir<y 
eLy<setour(y+s)=x2y+ 22, ce qui définit laddition des 
nombres irrationnels négatifs. C est évidemment un groupe rela- 
tivement & l’addition. On y adjoint ordinairement |’élément 2 
avec les régles de calcul 


TCO a SOO te OO (2 2100)) 2 COs==100 (0 OO (em) 


wot 0, 00 et 0 restant indéterminés. 


23. Parmi les nombres transfinis le plus important aprés Q est 
celui Y des nombres réels 20 et < 1. 

Y est >. II suffit pour le voir de vérifier que Y a des éléments 
hors d’une queleonque D = Ye; (i =1, 2, ...) de ses parties dé- 
nombrables transfinies. Or soit e,, le plus petit des nombres e, és, 
autre étant e,,, et formons e,,, ..., ég,,--- em prenant pour é, le 
premier des e; qui soit compris entre ey, et eg, 3 @x,,,, croit 
et e,,, décroit avec n. Si e,,,— ég,,,, reste fini, Y a des éléments 
hors de D. Dans le cas contraire Le, = Q. Soit A ensemble des 
nombres rationnels inférieurs a l'un au moins des e,,.,, B celui 
des nombres rationnels supérieurs a l’un au moins des e,,,. La divi- 
sion ainsi opérée est une coupure définissant un nombre x de Y. 
On ne peut avoir 2 = ey, car, pour a >y, é,, ne serait pas le 
premier e; compris entre e,_, et eg, ,. Done x est hors de D. 

Si Pon éte de Y les nombres rationnels en nombres Q, Y ne 
change pas (7). Or un quelconque des nombres irrationnels 20 et 
>1 sécrit dune seule maniére (certains nombres rationnels 
s’écriraient de deux maniéres : ainsi dans le systeme déci- 
mal 0,2 =0,1999.-.) dans le systeme de base arbitraire 6 sous 
la forme 0,287 ..., 4, 8, y, ... désignant des chiffres; dans ce sys- 
téme, il y a 5’ éeritures o,ePy....Donc Y= 6%, 12 = Pas 
Ye=Y(n fini); YO= 6% — b9=Y, r2"—Y (n fin). Dy aautant 
de nombres réels 2n et << n-+1 quil y en a2o0 et <1; done le 
nombre des nombres réels est QY = Y. Le nombre des points a n 
coordonnées (n=Q) est YY=Y. L’ensemble de ces points est 
lespace a n dimensions E,. Le nombre des points 4 coordonnées 


- 
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rationnelles de E, est Q”, c’est-a-dire Q sin est fini, Y sin =. 
En supposant défini lordre de grandeur des nombres réels et en 
considérant un nombre plus petit qu’un autre comme antérieur a 
cet autre, on voit que E, est n fois ordonné (2). 

Y est la putssance du continu et un groupe d’ordre Y est dit 
continu. On représente souvent chaque élément d’un groupe par 
un point d’un espace E,,. Certaines qualifications tombent alors 
sur la représentation, non sur le groupe abstrait. C’est ainsi que 
Yon a appelé continus certains groupes dénombrables parce que 
des points représentatifs d’éléments avaient des coordonnées 
différant infiniment peu, et fics certains groupes continus parce 
que la représentation se faisait dans un espace 4 un nombre fini de 
dimensions (pour préciser, si ce nombre est 7, le groupe est a 


n dimensions ou an parametres ). 


IV. — Corps de Galois dénombrables. 


24. Considérons un corps abélien Cy = C d’ordre N jouissant des 
propriétés suivantes : 1° relativement dun premier mode de com- 
position que j’appellerai addition et pour lequel j’emploierai la 
notation additive, C est un groupe additif Ay = A; 2° relative- 
ment a un second mode de composition que j’appellerai muléipli- 
cation et pour lequel j’emploierai la notation multiplicative, G — o 
est un groupe mudtiplicatif My=M, et l’ona, x, y étant quel- 
conques dans C, 0x = 2z0= 0, d’ov il résulte que, si zy = 0, 
xz ou y=o; 3° la multiplication est distributive par rapport a 


Vaddition. 

Un tel corps est souvent appelé un champ. Les postulats qui le 
caractérisent sont évidemment indépendants. L’exemple des 
nombres rationnels montre qu’ils ne sont pas contradictoires (*). 
Proposons-nous de généraliser le champ des nombres rationnels 
en cherchant tous les champs d’ordre N*®. On se gardera dans ce 
qui suit de confondre les unites o et 1 de A et de M avee les 
nombres o et 1 qui figurent dans les exposants et les coefficients. 


(') Cf. Dickson, Transact. of the Am. Math. Soc., t. IV, p. 13-21; HUNTINGTON, 
ibid., p. 31 (1903). 
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25. Supposons d’abord Cy fini ('). L’ordre p de «Ao dans A 
est le plus petit coefficient tel que px =o ou (a cause de la troi- 
siéme propriété) p1.z =o ou (a cause de la seconde propriété) 
pi=o.Donc tout élément de A a lordre p de 1. p est premier, 
car si p = qr.(q p), on aurait g (71) =o et rt serait d’ordre gq. 
Ainsi A est abélien principal d’ordre N = p”, p étant premier (14). 
Tout élément de A ayant l’ordre p, on pourra, en appliquant les 
régles du calcul ordinaire, prendre tous les coefficients mod p (*). 


(!) Cf. Moore, A doubly infinite system of simple groups (Congrés de 
Chicago, 1893); Dickson, Linear groups (1901). 

(*) Pour exprimer que l’on prend un nombre @a un multiple prés d’un autre 
nombre mn, on dit qu’on le prend selon le module nv. On écrit a mod n, et lon 
omet souvent de mentionner le module quand il est suffisamment entendu. La 
notation f(z, vy, ...) mod n signifie que f(a, vy, ...) est un polynome dont les 
coefficients sont des entiers mod nr. Si a — 6 est multiple de nv, on dit que @ est 
congru a b selon le module n, et l’on écrit @=6 mod n. Avec les notations du 
texte, si @=b mod p, on a at = 61; aussi pourra-t-on écrire = au lieu de =. La 
somme et le produit mod nr de a et de 6 sont respectivement a+ 6 et ab modn. 
Résoudre La;x;= b mod nrevient a résoudre en nombres entiers La,x;-+- ny = b, 
probleme déja rencontré (10). 

Si lon réunit tous les nombres a+ kn (k =0, +1, +2, ...) en une classe que 
lon peut appeler la classe a mod n, il y a évidemment 7 classes distinctes. On 
peut représenter chaque classe par un quelconque de ses nombres : un systéme 
de représentants des n classes s’appelle un systéme de restes ou de nombres 
mod n. 

En composant les n classes par addition on a un g, abélien.&,. En composant 
par multiplication les 9 (7) classes de nombres premiers an on a un g.,,,) abé- 
lien OIL,. L’ordre de la classe a dans JIU, s’appelle lexposant auquel appar- 
tient a mod n, ou simplement lexposant de a mod n, ou méme l’ordre de a 
mod nm quand aucune confusion n’est a craindre. Si JIL, est cyclique, tout gé- 
nérateur de JIL, est dit racine primitive de n. Cherchons dans quel cas JIL, est 
cyclique en admettant, ce qui sera démontré tout al’heure, que JIL, a 9 (nm —1) 
racines primitives si m est premier. Observons pour cela que, si g’=1 + hp? 
(p premier, hpremierayp, p=1), on aura par récurrence gv"P' = 1+ p****"(ha+kp) 
(@ premier ap; 7=0 sauf si l’onaalla fois p = 2, p =1. 21 auquel cas ‘y est 
Vexposant de la plus haute puissance de 2 divisant +1). En supposant que g 
est racine primitive de p* et appartient a l’exposant y mod p, cette formule 
montre que y= p—1 et que par suite g est racine primitive de p. En suppo- 
sant g racine primitive de p et y=p—1, elle montre que g n’est pas racine 
primitive de p* si p >1; que, pour p =1 [si g’ '=1 mod p?, ona 


gtaApyt=1+hp?—Apg mod p?; 
en faisant parcourir a A 0, 1, ..., p* !—1 sauf les p*~? de ces nombres qui sont 


congrus mod p ao sig=1,a ghsip>1, on voit quil y a entre o et p*, pour 
chacune des 9( p—r) racines primitives de p comprises entre o et p, 9( p*"') 
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Cp» contiendra toujours le groupe cyclique additif s = Yx1, x par- 
courant un systéme de nombres mod p. 21 et y1 étant deux élé- 
ments de s, on aura (d’aprés la troisitme propriété) #1.y1 = xyr. 
Done les éléments de s — o forment un groupe multiplicatif. Cela 
revient a dire que les coefficients z 4 o forment un groupe lors- 
qu’on les compose par la multiplication mod p. Ainsi il ya un 
C, et un seul (abstrait) que tout C,« doit contenir. 


26. x étant quelconque dans M,, xy parcourt Mp avec y. 
Donec Nay = Ny; or Izy = xP-' Ty; donc xP-!=1, ou, si a est 


un nombre mod p, #? = x mod p. Ce théoréme de Fermat suffit, 
on va le voir, pour assurer l’existence d’un C,» comme une consé- 
quence logique du calcul des polynomes f(z, 7, ...) mod p ov il 
introduit la simplification fondamentale 


VCD E: caBIG ee) mod p 


(cela résulte du développement de la puissance pi*™ d’une somme 


racines primitives g de p pour lesquelles p =1, en tout o(9(p%))], g est ra- 
cine primitive de p* quand p> 2 ou p*=4; enfin que si p*= 2%> 4, il n’y a pas 


de racines primitives. Revenons donc a la formule initiale en supposant p* = 2% > 4 


et y= 1 : l’exposant e auquel appartient g est 2* "-¢ si « —n—p21 et 2 si 
%—7—p=1. Le maximum de e est 2%? pour n= p=1 ou pour p= 2, n=0 
(si a= 3, ce maximum 2 est l’unique valeur de e). Donec DfL a n’est jamais cy- 
clique si «23, mais admet une base de deux éléments : l’un g, d’ordre 2% aura, 
si a > 3, la forme 8n= 3, l’autre g, d’ordre 2la forme 1+ 2% 'd, 7 étant entier 
et 223 (on doit avoir pour g,, ou bien 12a — 2,9 =1, ou bien, p2% —1, n =0); 
de plus g, doit étre 4 g?* *c’est-a-direg, Ag, sie=3et,sia>3, g,A1-+2% 1k 
(k impair), donc g,=—1+ 2% "1 (/ entier). On peut prendre par exemple 
(«23)g,=3, g,=—1, ou gy= 5, g,=—1. 

Soit alors n= I p™ les p; étant premiers distincts et p,= 2 («,20). Si x est 


premier a n, on aura & =g,' mod pr (j22), e=g% gt mod 2%, g; étant 
racine primitive de p%/ (7 22) et gy, g, une base de JIL,2,. A chaque x répond un 
seul point (a, ..., 2,) et réciproquement, car les congruences précédentes n’ont 
éyidemment qu’une solution et, si l’on pose Syi= Fj (j2a), geret=§,, 
a= np, ; «; =, mod p*, le nombre 3} 7,7; g; les vérifie. Done g,, veey By 
si a,> 0, ou gy, .-., gy Si a, =0 est une base de JIL,. L’ordre e de x dans a, 
étant le p. p. c. m. de ses ordres dans les JIU,,%i divise le p. p. c. m. des (pm). 


‘ 
Pour que e=o(n)=Tlo ( p*), il faut que les © ( p“) soient premiers wont 
‘ 4 Ais ; Be 
eux, donc que v2 et que si v=2, 2, soit <1. Si d’ailleurs n= 2p}, gy 


d’ordre 9 (p%)=9(n) est racine primitive. Il y a donc des racines primitives 
de n toujours et seulement si n = 2, 4, p*, 2p* ( p premier impair ). 
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et de ce que tout coefficient a de / vérifie a? =a mod p), cette 
congruence devenant d’ailleurs une égalité si les coefficients de f 
sont, non des nombres mod p, mais des éléments de Cp. 

Puisque nous connaissons un C, contenu dans tout Cp”, admet- 
tons Vexistence dun C,(7—=p%)© contenu dans tout Cyr, et 
cherchons a construire un Cy. 

Je dirai qu’un polynome f(a, y, ...), a coefficients dans ©, est un 
polynome de ©, ou contenu dans ©,ou appartenant a © etlon 
aura toujours 

DACA erence CUE WOR ono) 


¢ étant un élément du Cx, les éléments 0“ (¢= 0, 1,..., 2 —1), 
et de méme les polynomes 9(2,..., y, &*) (o(@, y, ..., u) étant 
un polynome de ©) seront dits consugues dans le Cyx relative- 
ment a. Deux polynomes identiques dans © sont par définition 
deux polynomes ayant les mémes coefficients correspondants. En 
vertu des propriétés de © on pourra appliquer aux polynomes 
les régles du calcul ordinaire, et notamment la théorie de la divi- 
sibilité. Ainsi, un polynome f(z, y, ...) de © sera dit (rréductible 
dans © sil nest pas le produit de polynomes de degré moindre, 
etun polynome quelconque de C n’est décomposable que d’une 
maniére en un produit de polynomes irréductibles. J’écrirai py,x 
ou py pour polynome de © a une variable, irréductible, de 
degré r. 

La dérivée f'(x) =f") (x) Vun polynome f(x) = x?’ a;x' de © 
se définit comme le coefficient de A dans le développemtient de 
f(z+h), suivant les puissances de h; f’(x) =X ia;x*—'. La 
dérivée f')(x) de f'P-')(x) est la pieme dérivée de f(x). On voit 
f'?) (a) @) = =F, 


que Sey a toujours un sens pour 920(Fy=/) et que 
J(a#+h)= se heF,. Si les exposants de x dans f sont = 0 mod p, 
f' est identiquement nulle. Soit alors pg= 7 et f(x) = S*c;x'P; 
f(x) = (Sicf x!)P. On peut donc, dans la recherche des factbure 
multiples de /, se borner au cas ot /’ n’est pas identiquement 
nulle, 

Si f est irréductible, / est évidemment premier a f’, qui est de 
degré moindre. 

Soit f= gh, g eth étant deux polynomes de © premiers entre 
eux et g irréductible; f/ =pg?' g/h+ gth’. Le p. g. c. d. de 
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f=D, et de f’ (supposée non identiquement nulle) est g~! 
ou g*, selon que pw est 0 ou =o modp. Soit f= IY &;, &; étant 
le produit des facteurs irréductibles entrant dans f a une puis- 
sance d’exposant =7/ mod p; P; le produit des facteurs simples 
de &;; D; le p. g.c. d. de D;_,, D;_,, le coefficient de la plus haute 
puissance de x dans les D, les & et les P étant réduits 4 1. On 
aura D;_,D;'=T}P;; d’ou les P; et &) par des divisions, et l’on 
a vu la maniére de traiter &y. 

En remplacant p par x” dans la démonstration du théoréme de 
Fermat, on voit que tout élément du Cz annule x™" — x quina 
aucun facteur multiple a coefficients dans © (la dérivée 


est —1). 


27. Soient f (2) =X) ajx' un p,,zet § un élément assujetti aux 
régles ordinaires du calcul et a la condition f(§) = 0. Le systeéme 
des éléments distincts y(§)= Yi"! a; &, a; variant dans © forme 
un Cyr. Car laddition et la multiplication y sont associatives et 
commutatives. De plus a et b étant deux éléments du systéme, 
a+y=ba toujours une solution (donc une seule (8)) dans le 
systeme, et de méme ay =b si ab} 0, puisqu’on sait trouver 
deux polynomes en € de ©, A de degré <r et B tels que 
Aa+Bf=1, dot y= AB. Enfin, par hypothése, la multiph- 
cation est distributive par rapport a Vaddition. Je dirai que le Cyr 
©7(€)=e¢7(§) ainsi formé est défini relativement a © par § 
(ou par f(x) ou par f(x) =0) et que r est le degré de ce Cyr 
(ou de §) relativement a ©. 

Puisque,7(5)==0,.0n 4, quel que soit s, o= 7(5)" = fe") 
et &, =, ..., &*"' sont distincts, car de §&* — s™(p << 7 00 
déduit y (E)™ = y (&™*) = y (Em") = y (E)*" et a™ — x aurait les 7” 
racines y (€), tandis qu’un polynome de 2” (&) ne peut avoir dans 
e©’() un nombre de racines supérieures 4 son degré. Ainsi, /(2) 
a, dans ©7(¢), les.7 racines §, &*,..., &* “ et lon voit que, si 
Ex’ —€ il faut s2r. D’ailleurs, & étant dans ©7(§), on a &* = &. 
Done £| et de méme §* annule tous les 2* — 2 ols =o modr et 
ceux-la seulement. Done f(z) divise ceux-la et ceux-la seulement. 
Done x«*™ — «x est le produit de tous les p;,, ot r divise n, pris 
chacun une seule fois. 

En désignant par §,(d) le nombre des pa,x, on aura, d’aprés ce 
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théoréme, n” = Bi? dd,,(d), d’ou (11) n0,(n) = Up ean?t (dd =n). 
Ce nombre, de la forme x” + 4 (k #0 modz”), ne pouvant étre 
nul, 9,(7) est >o0('). lly a donc des polynomes irréductibles 
dans © de tous les degrés. 

Les x” éléments d’un C,« annulant 2™ — x, ce C,« aura, en par- 
ticulier, un élément § annulant un py, et coincidera avec le Cz», 
e”7(€), défini par §. 1] n’y a donc qu’un C,» (abstrait). Cau se 
nomme corps de Galois ou corps galoisien, ou corps normal 
fini, et ses éléments les imaginaires de Galois. 


28. Cz n’a qu’un Cz, car si § définit Cz relativement a © et si 
Val a:€ est dans un C,, les «; étant dans ©, l’équation 
Xi a2! =n aura, puisque 7™= yn, les 7 racines ™ (so, ...,.2—1) 
et se réduit a une identité. Si C, contient un Cz, Cyr conte- 
nant © a un élément § racine d’un p,x, g(x); g(x) devant 
diviser 2™" — x, r divise n; inversement, sis divise n, toute racine 
dun p;,x définit un Cyr de Cyr. 

Cy» ne contient qwun Cyr. Car soient £, 4, ¢ des éléments de 
C,. annulant respectivement les polynomes irréductibles dans C, 
f(x) de degré n, g(x) et h(x) de degré r. 1 et $ auront les 
formes Yi! a,, Ur! BE, les a, 8; étant dans Cy, et en éliminant 
€, ..-, 6"! entre fie expressions de €, 7, 7?,.... 7405/00 aun 
5 = Dp‘ yin', les y; étant dans Cj, yn”, ..., 4” se réduisant a leurs 
restes par g(7). Donc, y; parcourant C,, les éléments 2)‘ p,¢ 
coincident avec les 3)‘ u;n(*). Je dirai que Cyr est un diviseur 
de Cx. lest clair que tout diviseur de C,» divise tous les diviseurs 
de C,» dont l’ordre est au moins égal au sien. 


29. On voit que les coefficients d’un polynome f(z, y, ..-, 3) 
de C,(o =n”) sont exprimables en polynomes de degré n — 1 en 4, 
§ étant un élément définissant Cz relativement 4 C, (méme s’ils 
sont tous contenus dans un diviseur de C, d’ordre <a); f est 


(') En développant chaque puissance de ~ suivant les puissances de log, on 
2) 
trouve que n§.(n) est compris entre x” os 


T"'—T). 


‘G ) On va voird’ailleurs que M_n est cyclique, et un groupe cyclique d’ordre N 
ne contient qu’un groupe de chacun des ordres diyisant N (51). 
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donc un polynome 9(7, y, ..., 3,9) deC, et fp =o(2™,..., 2™, 0). 
Supposons que f/=/(x)=o(x,4) ne renferme qu’une variable 
et ait les racines €, 7, ..., &"', son conjugué 9(z, 4) dans Cog, 
relativement a C,, aura les racines §™, §*'7, ..., Evo" car 
o(&™, 0) = 0(f, 4)™. Soient %, C*, ..., Cn" des éléments de Cy» 
conjugués relativement 4 C,. Toute fonction symétrique des C* a 
coefficients dans C,, vérifiant 2™ = x, est dans C, et les C*' sont 
les racines d’un polynome f(z) de C,. Mais si ¢ définit le Cyr de 
Cr(n=kr), f(x) est évidemment de la forme 9(x)*, o(x) étant 
UN Pr x: co, yy ees Guy Stamt dans Cyw, le déterminant A des En’ 
(i, 7 =0, ...,n2 —1) s’annule avec Ef"! a;§; quels que soient les a; 
(non tous nuls; le premier aj 0 sera supposé égal 41) dans Cg. 
A est done divisible par chacune des L"'x! formes de cette sorte, 
par suite, égal a leur produit. C’est une généralisation du 
théoréme de Fermat('). 


30. Soit € un élément de Cz» annulant le p,z 7 (2), e Vordre 
de &, et, par suite, de Ex’ dans My”. On dit que E et de méme f(x) 
ou f(x“) =0 appartiennent a Vexposant e, que e est l’exposant 
(ou, lorsque aucune confusion n’est a craindre, ordre) de &, de 
f(x) ou de f(x) =o dans Cy, et j’écrirai p% , ou p%, ou p*, pour 
Prx @exposant e.e est le plus petit nombre tel que x*—1 soit 
divisible par f(z). Si m*=1 mode, § vérifie z™=2; donc 
s=omodr, et r est le plus petit nombre, tel que x” =1 mode, 
car si nP=1 mode et eSr, § annule x™— x. On dit que e est 
diviseur propre de x”—1. Soit 4¥(d) le nombre des éléments 
de C,« appartenant au diviseur d de x”—1. Tous ceux apparte- 
nant aux diviseurs d d'un diviseur e de x”—1 vérifient z*—1, et 
le nombre des racines de x®—1, qui sont toutes dans Cy est 
yy U(d) =e, d parcourant les diviseurs de e, y compris 1 et e. 
Donec 4(e) = 27 ea d(dd' = e) = o(e). Il y adonc, dans Cy», o(e) 
éléments d’exposant e qui sont les racines primitives de x*=1 


(1) Cf. Moore, S. M. Am., t. IL, p. 189 (t891). On trouve directement, pour le 
développement de A, 3” (—1)"—) aw Ex'—", A, étant le coefficient de §5"~'. Une dé- 
composition analogue indiquée par Mathieu (J. M., p. 279; 1861) est celle qu’on 
obtient en remplacant dans Videntité 2*— 2 =; (a#—é), — parcourant C,, 2 par 
2i-1 (Sax )F',o étant dans C.n: le premier membre se réduit a (Cxv)™"—Ca. 


S. 3 
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leur’ o(é) _¢ , Wee Ce ee nity 

(OUGert = — 1) et —. Prt Les racines prunitives de x7 <1 SOT 

dites racines primitives ou éléments primitifs de Cz» ou de Ma» 


et les py’! sont dits primitifs. Mzn est done cyclique et engendré 
Te—41 


par un quelconque g des éléments primitifs; yg ° — parcourt les 
eracines de 2*—1 si f& parcourt 1, ..., e, et les 9(e) racines pri- 
mitives si A parcourt les ¢(e) nombres premiers a e et < e. 


31. x étant queleonque dans Mx, le nombre ¢ mod x” —1 dé- 
fini par g’ = x se nomme indice de x dans Cyn et se désigne par 
indz. Il est clair que inday = indz + indy modx” —1. Soit Pg 
le produit des facteurs irréductibles de z° —1, e divisant x”—1, 
qui appartiennent au diviseur d de e; on aura, en désignant 
par I’? un produit ot x parcourt tous les diviseurs de y, y com- 
pris 1 et y, °—1=Il/@qa, d’ou, en assujettissant x a rester 
dans Cz et en prenant d’abord. les indices des deux membres, 
ind &,.= Yfegind (x2? — 1)(dd'=e) ou £. = INF (a# —1)*4, et Péga- 
lité ayant lieu quel que soit z dans Cy» est identique. &. est de 
degré 9(e). Si donc e est diviseur propre de x” — 1, tout élément 
dordre e de Cyr étant de degré r, £. qui n’a pas de facteurs 


o(e AP : 
: ) ne n Done &,. est irréductible 
he > 


multiples est le produit des 


dans C,, toujours et seulement si x est racine primitive de e('). 


32. Soient §&, (¢=1, 2,...) un élément définissant de Cz»,, n le 
p. p.c. m. des ng et w= 7"; Cy contient tous les &, et tout Cyn 
qui les contient contient C,. Un polynome F(z) dont les coeffi- 
cients sont des polynomes en £1, ,... a coefficients dans Cy est 
done un polynome de C,. 

Soit f(v) = I fi(xv)¥i, fi étant un p,,, distinct de f;, pour iA k. 
Si ¥q,5 +++) Yo, sont les seuls y; qui divisent zn, il y aura exactement 
Yy,, racines distinctes de f dans Cy». Soient par exemple fun py,x, 


(?) Si e a une racine primitive 9, c’est-a-dire (25) si e est l’une des formes 4, 
q’, 2q*, q étant premier impair, on peut toujours trouver un nombre premier 
p=omode; Dirichlet a, en effet, démontré que, si a est premier a 6, la classe a 
modé6-contient une infinité de nombres premiers (voir Cu.-J. DE LA VALLEE- 
Poussin, A. S. B., 1896, p. 342-350, 395-397). Se irréductible dans C,, lest a 
fortiori algébriquement. 


= 
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bile pagecud. dey=— dv, n= on',7?—oet f= Ieo;(2), 9; étant 
uN Py, distinct de 9; pouri Ak. Les racines de 9; (2) étant (si x 
est l'une d’elles) z, z™, ..., z™”", ona v;=v’ en sorte que f se 
décompose en 6 py. conjsugués dans Cg relativement a Cy; 
v’ étant premier a rn’, 9; est wréductible dans Cgv= Cyr. Soit 
encore f(2)= 2" —a, a étant dans C,, g une racine primitive 
de C,et a= g?. f(x) sera résoluble dans C, toujours et seulement 
si l’on peut trouver un entier y tel que x = 97, ry = b modz —1, 
c’est-a-dire si le p. g. c. d. Ode r—p6 etde r—1= Mm divise 
b=806. Alors, ¢ étant solution de 93 =8modm, on aura 

= C+im(h=0,1, ...,6—1); les 6 racines correspondantes 
de fsont les racines r'°™e’ de a dans C, et a est un reste ou résidu 
de puissance r‘*™¢ ou simplement une putssance re, Si 6 ne 
divise pas 6, @ est un non reste ou un non résidu de puis- 
SCLILCE TL Cite, 

En particulier, si 7=*2, a sera un reste ou un non reste 
quadratique (un carré ou un non carré). Si alors p est > 2, 
m~ — 1 est pair =2M et il yaM carrés 40: ce sontles g? ot b est 
pair = 28. Les racines carrées de g® sont g? et gft"¥—— of 
(o=g™'!—1=(g"+ 1)(g"*—1)). Si p=2, il y a e—1 car- 
rés Zo. L’élément 3” est égal A +1, A —1 ou a o selon que 2 


est carré, non carré ou nul et se nomme le caractére quadra- 


tique de (quand ™ = p, on le représente par (<) )- 
\ 
Si a n’est pas puissance r*"* dans C,, pour qu'il le soit dans Cy», 


| 


. + A . CEN’ t/t — 
il faut et suffit, g étant primitif dans Cz”, done g? (2 iy ) 


™—I 
dans C,, que l’on puisse résoudre ry = ob mod x” — 1(a = g®), 
c’est-a-dire que ob soit divisible par le p. g. c. d. de r et de m”’—1. 
En particulier, si 7 = 2 et si p est impair, cela aura lieu toujours 


et seulement pour rn pair, car ¢= nr mod 2. 


33. Pour faire une application considérons C,2. Tout élément 
définissant § de Cz: annule un des $(z? —7) po, dont l'autre 
racine est §*. Si donc § est racine de a™+!—1, ce po.q a la forme 
z?+ ax +1=P, et réciproquement, en réduisant a1 le premier 
coefficient. Le nombre des P, est donc la moitié de celui vy des 
racines 7? (y étant d’ordre x + 1) de #**!— 1 qui sont hors de C,. 
Or, si y? est dans C,, c’est-a-dire annule xz™~'—1, 6 est 
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congru modz +1 a0o0ua (m+ 1) si ~ est impair, ao si 7 = 2%; 


a priori Wailleurs les y? de C, annulent le p. g. c. d. de #™+'—1 


et dé z™! — 1, lequel est 2? —1 si 7 est impair et x—1 si t= 2%. 


Donc y = x —1 Siw est impair, 7 si 7 = 2%. 


34. Soient a, ..., a r éléments de Cz.(r Sn) indépendants 
relativement a C,, c’est-a-dire tels qu’il n’y ait entre eux aucune 
relation de la forme Y A;a;—= 0 ot les ); soient dans C, sans étre 
tous nuls (donc chaque a; est 4 0). Les x” éléments Y” a; a; (chaque 
x; parcourant C,), qui ne sont pas nécessairement dans Cz, forment 
du moins un groupe additif abélien principal }@,,..., d|x dont 
a,.-+, a, est une base galoisienne et r le rang galoisien rela- 


tivement a C, (pour z= p ce sont la base et le rang ordinaires). 
= aot 

Le nombre N™, de ces groupes dans Cav est I~! — © ,. Car a, 
RT ‘ Tw 0 nT — re 


peut étre pris de 7m*—1 maniéres, puis @2 hors de | a {x 
de ~*—7x maniéres, etc.; d’ot II}~' (x*— 7‘) groupes; mais 


chaque }a,,...,@rin est ainsi répété II} '(x”—7x*) fois, car on 


peut y prendre a, de r’—1 maniéres, puis a2 hors de }a,!q de 


nm’ — 7 maniéres, etc. En posant [I7(x/—1)=o,, on voit que 


(TT) 


NYS Oe 2 Oy, 7s Ne _p? 


n,Tr 
A chaque |aj,..., @\,=A est lié un Cy: dit multiplicateur 
de A formé des éléments yu ,tels que |na,,..., war|n—= A; il est 
ri t ‘ ’ 
clair, en effet, que si » et p’ sont deux |pareils multiplicateurs 
de A, yy! et u + py! seront aussi des multiplicateurs de A. Soit Cye 
un corps contenu dans C,:. Prenons 6, quelconque dans A, puis 
b, dans A hors de | 6, {7 (qui est dans A par hypotheése) puis 6, 
dans A hors de } by, by |x, etc. On aura finalement A=} ,,..., bg |x 
et pg =r. On voit que ¢ divise r et que le nombre N(c) des 
groupes additifs de rang galoisien r relativement a Cz, dont 
tiers (n°) ee 
le corps multiplicateur contient Cys est N, ;. Or, si J&(s) est le 
nor 
o C0 
nombre des groupes additifs de rang galoisien r relativement 


a Cz quiont Cz pour corps multiplicateur, on a évidemment, 
ges s plein 2 , 
pour tout diviseur d de s, N (3) = by % (5): D’ot 
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35. Soit f(2)= Sax" (ay) = 1) un polynome quelconque de 
C,, de racines §,,..., §n. L’égalité 24 f(x)\(x —&;)-' = f(x) quise 
vérifie directement, d’aprés les relations entre les coefficients et 
les racines, lorsqu’on y remplace f(a) par I?(« — §;), donne, en 
développant chaque fraction du premier membre et en identifiant, 
les n —1 premiéres des formules 


Sot G4 Sp-1-+...-+ Gp-151 + Pp = 0, P== Mien.) le — I, 
(1)) So @,Sp-1 +--+ Ap -1$p-n4+1 +AnSo—n = 0, oZn, 
So= =i &, Sos 72) 


dues a Newton: les équations de la seconde ligne ne sont que les 
identités pF cea KA) o. Chacune des équations (1) contenant 
une nouvelle s,, le systeme des & premiéres est résoluble par 
rapport aux Sp quel que soit & et fournit @ priord sy sous la forme 
dun polynome entier en a, ..., dp a coefficients entiers. On 
vérifie directement sans difficulté que les & équations sont satis- 
faites par 


Chee Nato iL Artest Aan : 
(2) Se= ¥ x Nol ; al ay.,.af (k>o0, o!=1), 
(ON tl Dest RISC AR A | te 


la sommation s’étendant aux systemes de valeurs des );20 qui 
satisfont a ¥”¢);—= k. Pour n = 2 on obtient, en faisant Ay = wu 
1 t ’ te 


AQy=kK— 2p, a,=— a, a,—6), 


EN ete) Ue a, a (5) 
x=) (k—2p)tp! oe ie aaa ate 


7 GN : 
E(=) étant le plus grand entier ae 


ele 


- Les sommes des puissances 


négatives des &;se calculent en opérant sur xn f (2 s) comme sur f(z). 

Le systéme E des n premiéres est de méme résoluble a/gébri- 
quement par rapport aux a. En multipliant la ann par (op —1)! 
(9 =1,...,7) om voit que p!a@, est un polynome en 5,,..., 5p a 
coefficients entiers, et Von vérifie directement comme tout a 


Vheure que la solution est 


, Ak! (—1)Art+-- EAR . 3 
a= > Kec tte OF Sr) 


la sommation s’étendant aux systeémes de valeurs des \;20, qui 
satisfont a ike =k. Les formules (2) et (3) sont dues 4 Waring. 
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Dans C, E est encore résoluble si n < p. Mais, quel que soit 7, les 
P—1 premiéres équations de E sont résolubles par rapport 
a @\,..., @p_, au moyen de (3), et si l’on substitue a a,..., @p_1 
dans la p'*™* leurs valeurs (3), celle-ci équivaut en vertu des p —1 
premiéres, a (3) ot lon fait k= p. Or, pour k= p, les seuls 
termes du second membre de (3) ot le coefficient numérique n’a 
pas le facteur p sont — s? et — (p —1)!s,; ils se détruisent mod p 
puisque s?==s, et que (p —1)! produit des racines de #P?~'! —1 
dans C, est égal 4 —1. Done la p™* équation de E résulte des 
autres dans C, et laisse a, indéterminé. Ainsi, pour n22p, 
les 2p—1 premiéres équations (1) déterminent successivement 
les a ou p est premier a p, ap restant indéterminé. 

Or, dans le systéme E,,, des mp premiéres équations (mp Sn) 
rendues homogénes, les éléments appartenant aux lignes et colonnes 
de rang hp +1,...,hp + p(Smp) dans le déterminant des coef- 
ficients sont indépendants de h modp. Donc le déterminant de E,,p 
est une puissance de celui de E, et chaque mpi™* équation résulte 
des précédentes. E est done toujours compatible dans C, et permet 
d’exprimer les a, en fonction des @mp» qui restent indéterminés ; 
Gy, +++, Ap_, seuls sont entierement déterminés. 


36. Une fonction symétrique entiére ¢ des E; de degré c, en § 
est un polynome de degré c, en a, ..., dn. Soit en effet 9, ce 
que devient ¢ lorsqu’on y fait é;== 2%" (g entier > cy). Ecrivons 
tous les exposants de z dans le systéme de base g. Chacun aura 
n chiffres au plus et si c,¢...c, est l’écriture du plus fort, 
cj sera > Ci,, puisque, 9 éltant symétrique, les exposants répon- 
dant aux permutations des c; y figurent tous. Ainsi, pour o = ay, 


xr 


== — — ey Ss DTA — TY" pnXi np. — 
Cy Soe Cy Cogn = On 0. Pour a a Ga 


uViy 
Volt x2j=c;—ci4,. Donec, 9 étant donnée, on pourra, dans 
o —kiljat-+1—= 4, choisir & de maniére a annuler le premier 
terme de ¥z. Alors, m étant le degré de oz, celui de 4, sera << m 
et, si lon suppose le théoréme vrai pour les fonctions ¢ telles que 
gz soit de degré << m (il est évident si m =o), il le sera généra- 
lement. 


37. Le principal probleme dans l’étude des Cz est de former 
les pyjx et en particulier les py jx primitifs. Une solution obvie est 
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de former successivement tous les polynomes de degré 1, 2,..., 7” 
de C, et d’exclure pour chaque degré les produits de polynomes 
irréductibles déja obtenus. On obtient ainsi pour Cy; les poly- 
nomes irréductibles 


V1, @+47+1, F+272+1, +471, 
ewe+oart+i, vt+er*+i, vt wt e+, 
z+ ets a+ 7241, e+ e423 4+4¢7-+-1, w+ 7+ w+ 4-1, 


B+ w+ 224-71, 2+ 03+ 1, £54 v?-+-1. 


Une autre solution obvie consiste 4 exprimer qu’un polynome 
de degré n a coefficients indéterminés dans C, divise le produit 
D Tw P 
des polynomes irréductibles appartenant a un exposant e diviseur 

propre de x” —1 (31). 

Un procédé de tatonnement parfois avantageux consiste a 
prendre un polynome simple f(z) de degré n sans terme constant 
(par exemple z?= x). Si, quand zx parcourt les Cyr ot r est 
Sin, f(x) ne devient jamais égal a un certain élément a de C,, 
J (x) — a est certainement un p,,x. On trouve ainsi que 23+ 2 +-6 
= 2.9.64 
est uN p3 43 

On remarquera encore qu’en décomposant n en facteurs 


et 2?-+ 2-3 un p37 primitif. 


premiers on se trouve toujours ramené au probleme de former 


des Pg,n: 


Voici d’ailleurs quelques théorémes généraux : 


38. Soit f(z) un pr, de racines En! CEOs. cag JL) et 
y=tiy, vety étant deux polynomes en x de C, et y premier 
a f. On peut trouver deux polynomes de C,, §(z) de degré n—1 
et A(z), tels que 'y + A/f=4 : les équations f=o0, y=: y 
équivalent donc 4 f= 0, 7 = 4, systéme dont les solutions sont 
zh", y= 678). Soit 4™(&) = 8(€), v stant pris minimum 
et n= py. Le py x o(y) = U(y — 4"(&)) (J = 0, ...,¥—1) peut 
étre formé directement. Mais on peut encore éliminer 1, 2, ...,.2” 
entre 0== f(7) et 7*—= 04 (K==1, ..., m), O* étant réduit 4 son 
reste par f, d’ou une équation ®(yv) =o de degré n: 7 étant une 
quelconque de ses racines, on peut trouver & vérifiant f= o, 
nk —*; done q annule 9, et D=ot. o(y) est dit transformé de 
J(«) par la transformation y=%:7 dite de Tchirnhausen. 
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39 ('). Soit, dans Cyx (x = p%), K étant assez grand, y un élé- 
ment dordre y, 2 une racine du pi, f(x) (e est done diviseur 
propre de n*’—1=ed) et yi=2z, dou y’=1; soit o une 
racine primitive de p= 1 et y= 9%, = p%-(E premier  @)- 
ni sera = mode, et si y= pe, v est le plus petit entier tel 
que v(§+ em) soit divisible par Xe. Or soit e’ le produit des fac- 
teurs premiers de 4 qui’entrent dans e. § étant premier a e, 
donc a ee’, vy sera de la forme i ee’ et divisera he = Gy, 4 étant 


premier a e. Si y est diviseur propre de z*—1, z est de la 


forme €n, car si s=Cn+r(oSr<n), e divisant 7?—1 et 
7” —1 divise leur différence x°” (77 


t) doula 0; 
Ainsi les racines de f(y) appartiennent a des exposants v de 


, % fies ene eS Neue eX P 
\ a, a . 

la forme ) ee! divisant ie, — étant premier a e@ On ne peut 
affirmer que ces exposants soient égaux; mais st 4 divise d, 
toutes les racines de f()*) sont de degré n relativement a Cx; 
ste contient tous les facleurs premiers de x*—1 et sih=d, 

ie: Shas aaa ea P _ de 
toute racine y de f(y*) est primitive dans Cx, car, — devant 
étre premier a e,» doit ici étre égal a de. 

St) ne contient que des facteurs premiers de e, onak=e, 


¥ = Ae; toute racine de f( y*) est d’ordre he et f(y") se décom- 
pose en p,. Soit alors 6 le p. g.c.d. de }=6N etded=cd; 


C= sauf sil’ona ala fois \=omod 4 et r*=—1 mod 4; st 
Von adla fois n> 2% —1, N= ale (107 293)c, separ 


x ; 5 3h 
C= oT? k étant le plus petit des deux nombres t, J (*). Dans 


le premier cas, f(y") se décompose en 6 facteurs trréductibles, 


(1) Cf. PEtuet, S. M., t. XVII, p. 156 (1889). 
aon —1 i (ik won I Cree 


™ I 
27) Comme ————- = — ———; 2’ divise ————-- Or soit g un facteur pre- 
(*) he N 7h —1 ee q P 


mier entrant dans A’ a la puissance 7 et m"=1-+ hg? (Ah premier a g, p 21). On 
aura (25) mq =1-+4 git#+"(hxa+kq) (x premier 4g; 7 =0 sauf si l’onaa la 
fois g = 2, p =1, s21, auquel cas 14 est la plus haute puissance de 2 divisant 
h +1). Done € sera divisible par g/ sauf si l’on a a la fois g =2 el mT" =1+4 2h. 
Soit alors m"= 2't—1 (i22), d’ot h=2*'¢—1. I faudra, si 2° est la plus 
haute puissance de » divisant ¢, ques+i=j-+t. Done, si y2i,s=jf—i+1; 
sii >J,5=15 en toute hypothése, s=7—A-+1,k étant le plus petit des deux 
nombres 72, 7. (Cf. SERRET, dlgébre superieure, t. II, Ch. IIL.) 
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dans le second cas en 2*~'3. En supposant h premier a d, on 


: ; : o(Ae) o(e) 
vott gue, dans le premier cas, ily a = +— p’, et dans le 
we P At a An ie. 


e : ; Say ite © 
second, £2) BSE aOR LES p= sont fi(2)(i 3 hee Noe =f), 


les f;(x*) seront dans le premier cas tous les p*; dans le second 
cas chaque f;(x*) se décompose en 2k pr qui sont tous les p*. 


Pour n=1 et i premier a d par exemple, les f; sont les 
binomes x — gt", & étant primitif dans Cz et u parcourant les 
o(e) nombres premiers a e et <e (du est premier ai). Done, 
en exceptant le cas ou Vonadla foisz™7+1=k=o0 mod 4, les 
binomes x*— g@ sont tous les p. En donnant a, e toutes 
leurs valeurs on ala tous les binomes irréductibles de Cz, car, 
si 2+ — gt est irréductible, il faut évidemment que soit premier 
a ¢; Wailleurs tout facteur premier g de } divise x—1 sans quoi 
q aurait un inverse gq’ modz—1, g%? annulerait 27— g’ et, 

A 


x—g? divisant x27— gt, x7— 97 diviserait x*— g*; on 


oO bi 
obtiendra done 2* — g’ en prenant pour d le p. g.c. d. det=du 


et de 7 — 1 = de. 


St m= 2't —1 ((22, + impair) et h=o mod 4, tout binome 
est réductible daprés ce qui précéde. Pour trouver des py cher- 
chons les 2‘~' facteurs irréductibles de gu th_ odu (on pourra 
supposer que A est seulement pair) ou, puisque du + 4 (m—1) 
étant pair est de la forme 2!'a4-(x—1)b (a, 6 entiers) (10), 
de x™ 44 o**, Considérons V’équation s?=§s-+1. Soient w, 
—w! ses racines; & une racine de w*'-+ w-*"'= E(&), poly- 
nome entier en § de degré 2‘~! (36) (on peut le vérifier directe- 
ment puisque w = + (§ = /&2+ 4)); weune racine de w;— w,'= Ee 
E(&) étant le produit des expressions w — w~'!—(w;— ;'), on 
aura w? + 1=0, d’ot w™!+1= 0. Donc 


EF = (Ws— ws!)* = wF — we*™ =— wZ! + ws = Es. 
a Sr ai- ei ie e 
Donec § est dans C, et Videntité w* "+ w-* = II*'(§ — §;) 


A 
donne, pour w= 2° g~4, les 2! facteurs irréductibles 


de x "* 1 9%4, 


tA 
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On observera que, sie, estl’ordre du produit. z,= x (1 — 

é, divise m— ) des racines de f(z), ordre e de x est de la 

forme - ie es premier a e, (comme @ était tout a l’heure a e) 
1 


-I 7 
§,. Si done 
1 


Qaeo Tt — 
divisant ,, en sorte que d est de la forme 


i divise e,, son p. g.c.d. avec d est le méme qu’avec - = 
= 1 


Soit, par exemple, x,—=— 1, done e, = 2 : f(z?) sera irréductible 


io 
$1 


est impair; si de plus n est pair, le produit des racines 


de f(x?) est encore —1 et f(2?*) est irréductible quel que soit 6. 
On voit aussi que f(x) ne peut étre primitif que st x, Vest 


Ay eee NX e a 
dans C, et st — =v est d’ordre a telant le pee eteae 


v1 
deh, —1 et de ey =x —1. Ces deux conditions suffisent si n est 
=1modz—1, car A, qui est =nmodz—1 est alors premier 


aw—1,ett¢= en sorte que 2 = v2, est d’ordre x” — 1. 


AQ. Soit s une racine de z? — 3 = x, xannulant le priz f(x) Fz. 
wes k 

On apar récurrence, en posant s; (x events EP", Sig == S,; BPS eee 
Donc 2?*—z s’annule avec sz. Or s?—s,=axP'— a. Donec de 
S,= 0 on déduit k= hna (r= p*%) et, puisque 2?" = 2, Sina = hs. 
Sip est la premiére valeur de h telle que s*""= 5, s est de degré un. 

Ys I q ’ 
Sis=o, west égal a 1, z est de degré n et f(s? — 3) = F(s) se 
décompose en p p,,x- Ges facteurs se décomposant chacun en 7 py jx", 
il faut que chaque diviseur 2? — z — 2™ de F(z) se décompose 
aussi €N Pp py,q". Siss40, comme 27" = z +- PS, =p, 5 est de 
degré pn, F(z) est un ppy, et 3? —3—2™ un ppg. Alnsi, 
az étant un élément définissant de Co, aP—3— 2x est UN Pp,n" 
toujours et seulement sisA~o. 

Soit m1, ce qui ne diminue pas la généralité. Comme 
sP—s=2"— a4 =0, s(x) est dans Cy si x est dans C, et 
inversement. Donec chaque facteur s—a de s? —s=II(s — @), 


@ parcourant Cp, aie racines dans C, et il ya (p — ) 5 = o(n) 


éléments x de C, tels que z? — s — x soit un pp, x. 
De VPidentité s(y? —y) =y*—y, en retranchant aux deux 
membres un élément 6( 0 ou = 0) de Cp, puis en remplacant b 
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a 


par GE, S étant quelconque dans C,, et y par Sy, on déduit la 
décomposition 


ie B(y™ — y —£) = 1 (Beyr— By — 2), 


x parcourant les racines de s(2)=06. Pour 8=1 et €=6b dans Cy, 
on voit que, y étant une racine quelconque de 7? — vy — 2, les 
autres sont y7== y+ 6b, v+2),.... 

La relation s(yv? — vy) = y* — y montre encore que vy? — y est 
racine de s =o quel que soit y dans C,. Or, y et y’ étant deux 
éléments de C,, il est aisé de voir que, si yp—y=y'?—y’, 
y est de la forme y+ a, a étant dans Cp, et réciproquement. 


Thats 3 : a 
Done, y parcourant Cz, vy? — v prend ~ déterminations distinctes 
: H p 


qui sont les racines de so. On les obtient chacune une seule 


e . . + . T Fi ire 
fois en faisant parcourir a y un systeme de | éléments 7, 


de C, dont aucune différence ne soit dans C, ('), par exemple 
d¥-ta;6/, § définissant C, et #;.parcourant Cp. De plus, comme 
$(a) — s(x’) = s(x —2'), les racines de s=b sont de la forme 
z+ u, x étant lune d’elles et uw parcourant les racines de s = 0, 
c’est-a-dire de la forme 2+ 71?— 7. Si w est une racine de 
$=1, toutes celles de s= 6 sont de la forme x = bw + 7? — 1. 
De la décomposition y*— y —1=II(y? — y — 0), ¢ parcourant 
ay 
b 
en multipliant les deux membres par 6 = b?""'. Comme d’ailleurs 


les racines de s =1, on passe 4(1) en remplacant y par el 


y?—y—t se déduit de vy? —y—w par le changement de’ y 
en y—yn, tous les facteurs de y>—y—§& se déduisent de 
yP —yv—w par une transformation linéaire a coefficients 


dans C,. 


41. Considérons les polynomes X{F(a) = Xy(x) définis par 
X,= (§ — 1) en convenant de remplacer dans le développement 
k . : - ‘ 

* par a™ et de faire Xy= a. On aura Xp:=z™ — x, en sorte 
> K (tr) — XK (aP*) Janse Vir) (ese ae j onl Gay 
que Xj’ = X\™ “et que le produit Vi) = V>: des ppx est Xps: Xps—, 
et plus généralement, par récurrence, Xy,y= Xy(Xy) (on rem- 


(*) Cest ce qu’on appelle (56) un systéme de restes de A, mod A). 
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place » par u +1 et Xy,, par XT — Xy), d’ou, par une nouvelle 


récurrence portant sur n, X7),—= X{*P) Dailleurs, en faisant le 


np* n 


produit-des relations X,,7,;== At, j;—" Ag 0, = ee 
en divisant par II\'X,.;, on a Xy,y= Xy ee 1). En pre- 
nant p= ps, u-+ v= ps on en déduit que Vp: =I (XF-* — 1). 
Si Heae le ppn f(z) divise X?¥-'—1, £(X) ave XT —1 et 
se décompose, pour p*t?-'Si + 4 < pt? en x*p~? pps+s. Came 
X™~! —1=TII,.(X;— cc), ¢ parcourant C,;— 0, X;— c¢ se décom- 
pose, pour ¢-<p’, en tp “ppg. Ceux de ces polynomes qui 
divisent X7=1,;_, sont dits former le c’*™* genre; le dernier genre, 


qui répond a ¢ = (p —1)p*', est dit principal. 

Les pp du premier genre étant les diviseurs de x*— x2 —c ont 
déja été étudiés. Les pp: du premier genre s’en déduisent immé- 
diatement. En effet, ils divisent X,s-:— c, c’est-a-dire x7 — x —e 
(w= 7P""') que Von sait décomposer en wp! ppig- Le produit 
de p*'! de ces polynomes conjugués dans C, relativement a C, 
sera uD pps, du premier genre. 

Soit w une racine de c¥ — « —1 (donc w= w--1). Ce poly- 
nome se décomposant en wp! ppg, © définit Cop (si w est racine 
du facteur x? — x — c, wP = w +c) dont les éléments sont 


J(@)= ihe aor 


chaque a; parcourant Cz. Comme cot anne = f(w +k), 
la substitution de f(w)a X, dans X Xup-'( Xv) (Up) 
donne la p'*™’ différence (') Av de f(w) relative a la différence 1 
de w: cette différence est égale au! ay sia;—=o pour’ >p 

De 1a une premiére conséquence. Supposons que /(w)= « soit 
racine d’un pp,x 9(x) de genre u. Comme /(w) doit annuler un 
des X,—c, on voit, en faisant s=1, v=o, que AM est une 
constante 0. Done a; est nul pour ¢>y, dy est Ao et f(w) 


(1) Les éléments Au,= uj.,—u, sent les differences premiéres des élé- 
ments u,; les éléments A*u,= A"—'u,,,— A" u, (A°u,= u,) en sont les diffé- 
rences n'*™*, On trouve par récurrence que, si l’on écrit symboliquement & pour zw, 
et 7* pour Aku, Anu, est égal a (€ —1)”" (le dernier terme étant (—1)"u,) et uy 
a(-+1)" (le dernier terme étant u,). Or si u.= f(x + kh), f(x) = df a,x’, le 
développement de f(a + h) suivant les puissances de h montre que A f(z) est 
un polynome de degré mu —1 en & ayant pour premier terme ma, hv™—'! et que 
par suite A” f (z)= m!a,h”. 
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annule X\,— yp! ay. Adnst toutes les racines d’un pp, de genre 
u sont des fonctions entiéres de degré vp. de w et réciproqgue- 
ment. L’élimination de w®, ..., w?~' entre les p équations 
w"(xz—f(w)) =o0(r=o,..., p—1) que l’on raméne au degré 
p— par la relation w?=w--c doit fournir o(2) = 0. On 
pourra done former explicitement tous les polynomes 9 (2). Ceux 
de genre » s’obtiennent en faisant a, 0, aj=o(¢>). Pour 
u==1 on obtient (2— ay)? — a?" (a — ay) —c. Pour p= p—1, 


en supposant nuls les a; autres que @ el @p_,, ON obtient 
(@ — ay — Ap, )? — Ap, (4% — Ay — A, )P-!— cP _y. 


Dans les deux cas on voit, en égalant le polynome ao, que xz? et 
par suite toute racine est fonction linéaire entiére ou fractionnaire 
a coefficients dans C,, d’une racine quelconque 7. 

Une seconde conséquence est la formation des p,.,, dun genre 


cT—1 


donné, c’est-a-dire a la décomposition de X7~'—1 dans Cz, m 


étant de la forme 2} ' a; p!(ola;< p, %_1>>0). Or soit w, une 
racine de Xj! = X (xr) =1 (ona vu que w, définit un C,,%+1), Soit 
w_, un élément de C, et f,= Ttagiwi,, les ax; étant des polynomes 
€D Wo, .-., OR, a Coefficients dans Cy, ao; étant dans Cy et a, g,= 1. 
J est Vexpression générale des racines de X (nr) — Onl fk Laes 
PeGUtae = /felaseus cage Chaquey) 
prenant toutes ses déterminations (deux x ainsi obtenus sont dis- 


(7—1) ~™ racines de X7— 


tincts, sans quoi la racine w d’indice maximum, soit w,, qui figure 
dans leur différence, annulant cette diflérence de degré < pen wa, 


n+t 


ne définirait pas un Cr"). En effet, posons m, = X)' a; p!. Comme 


Moi fast) O21! fro et que X,, = » EE OED on obtient par 
récurrence, pour =s—1, 5 — 2, «.+, Xn, (fs) = ' (ae!) fas. 
Donc, Xn(f;-4), se réduisant aun élément de Cy, f,_, est racine 

i t—1 

de X*-". 
. Si g est racine primitive de C,» et si e est diviseur propre 
42. Si g est | t te Cyn et td opre 
de x¥—1, y divisant 7, il est clair que tout p}, de premier coeffi- 
cient 1 est de la forme /a(x2) =U} (a — g@), g“ étant d’ordre e 
(six — 1=de, aala forme du, u parcourant les o(e) nombres <e 
et premiers a e) : Vindice de f est pris modx” —1 et fa = fan. 
Jolt y =n e x) primiti onc a premier 4 7”? —1 =e. 
Soit 4 ae | uf, d | a—_§_1—=e 
Si ab=1 mod x" —1, fa(x) et fi(v*) ont dans Cyn la racine 
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commune g@. D’ailleurs, si une racine x de f,(x*) est dans C,,, 
z= g™ donne x= g%" .Donc le p.g.c.d. de f, (z*) avec z™"—1— 1 
re! —! 
(ou avec ? +-1 Si est impair) est f,(z). 
Soit f,(~)=S" a;x', les a; étant indéterminés pour i<neta,=t. 
On pourra parfois trouver facilement, pour chaque 6, une combi- 


mm —4 


naison de f,(x°) et de x™"'—1 (ou de a 7 = ) de la forme 
op ayant avec z™"'—1 leméme p. g.c. d. que f;(x°), 0, étant de 


™~4__ 13 o% coincide alors 4 un facteur 


degré n et 4 premier a x 
constant prés avee fz. Ainsi, pour m= 5, 7u= 3, Si(a") se 
réduit de suite a 2~?(a) x2 — a,x +1) et 01; = A, X?9—a,L+1; 
de méme 923—=d)2?+ a,x4-+1 et f,(2'?)=f,(—2z) Faisons 
maintenant parcourir a @ un systéme de nombres premiers 
a m’—1 et <7x’*—1 tels qu’aucun d’eux ne soit le produit d’un 
autre par x. Comme Myfa(v7)=Pnx_,, produit des py,_ pri- 
mitifs, est connu (il est égal a II?"""(2*—1)é&), l’équation 
NWafa( 2) = Wava fournira pour @,, ..., @,_; un systéme ¢ "équa- 
tions dont chaque solution est formée des coefficients d’un 
Pr x prumitif (chacun d’eux pouvant jouer le réle de /; ). On trouve, 
par exemple, ainsi que les 2 p2,3 primitifs sont 2? + 2—1 et que 
les 4 po,s primitifs sont 27 a+ 2, x? 2x4 — 2. Mais ce n’est la, 
au fond, qu’un moyen détourné de déterminer les a; de maniére 
que f,(x) divise &yu_,. 

Comme la connaissance d’une seule racine primitive suffit, on 


vient de le voir, pour former tous les p,,z primitifs, il sera ordi- 
nairement plus avantageux de déterminer d’abord un p,,,: % étant 
une de ses racines, il sera facile de trouver parmi les Y)~' ajx; 
(chaque a; parcourant C,) un élément primitif g : si par exemple 
ny, = rs, r étant premier as, le produit de deux éléments 
dordres r, s sera primitif. Ainsi dans C;: défini par une racine x 
du ps,; z#—2 (39) on trouve que g=32'+ 227+ 4 est pri- 
mitif et annule s4 — z'— z — 2. Dans C;: défini par une racine & 
du py; v'§— az?—1 (39), g=a?+ex?(e=+1) est primitif et 
annule 34+ ¢s3-++ 32-es—1; g” annule 3/+ ¢33—1; les quatre 
autres p,.3 primitifs se déduisent des quatre déja obtenus par le 
changement de z en z~'. Dans C,3s ot 2 est d’exposant 12, le 
transformé par y= 2a du pj i;' 23+2+6 est le p343 pri- 


mitif y?-+ 4y — 4. 
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On peutencore, en partant d'un pf, f(x), chercher a déterminer 
de maniére que f(y*) ait un facteur primitif. Ainsi pour 7= 13, 
n= 2,x27—6x-+ 4 estun p3',,. Mais, y étant, a priori, d’ordre 


500 sly = ie doit étre premier a e), y'— 672-+4, doit 


ay 


se décomposer en deux facteurs primitifs : ce sont yaoy+e. 


43. Voici une table de p,,, primitifs choisis de maniére que le 
plus fort exposant de x dans les termes autres que x” soit mini- 
MUL 72 LS 


PH=2:08+2-1, B+r+i1, w+art+i, +e, xr6+ar7+1, 
Bi-+e+t, 2+ a++ 73+ a2?+1, 294 28+ w+ v4 224 7 +1; 
pPH=3:e%+27--1, e8—ae+1, w+ 7?—e—1, vi—a4+1; 


w—e2r+2, wvh—ax?—ax—2, x'—xZ—2, 


\| 
a 
ys 
| 
i] 
8 
| 


r— w+ x'— e+ 227+ 2; 
P=7: @—2+3, 2—a27+2, v—oan'—e»7—2, w+ 7 — 3, 
e+ 7+ a+ 4+ 7?+-47+3, vi —ax—3; 
PHtl: #@—f4er+2, w+ae+h; 
p=13: 2—6r+2, w+4r—4; 
pP=!17: 2°—6bre—6, w+2-+3. 


2° n=1/('). Isuffira de donner, pour chaque valeur de p < 100, 
la plus petite racine primitive g de C, : g = 2 pour p= 3, 5, 11, 
Bo tO, 20, 07,00, 90, OL, 07,00; 2—90 pour p=, 17, 31, 43, 
Oyo0 ge eee OUl P2054, 79,9075, £ — 0 pour. p= 41; 


g=7 pour p71. 


4A (*). Soit f= Lajpajpx, (t, kK =1,...,h; 05k) une forme qua- 
dratique a coefficients dans C,,. Un changement de variables tel 
que xj=Laj,x',, les a étant dans C, et leur déterminant 6+ 0, 
revient, en effacant les accents, a opérer la substitution s de Yaj,.x7% 
a x;. Soit fs le résultat de cette substitution. On dit que fs est 
équivalente a f et que l'ensemble des /s forme une classe. Je sup- 


(1) On trouvera une Table plus étendue dans le Canon arithmeticus de Jacobi. 
(2) Je me suis seryi, pour les n** 44 et 45, du Cours professé par M. Jordan, au 
College de France, en 1904. 
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poserai que / n’est équivalente a aucune forme de moins de h 
variables. 

Sott d’abord p> 2. Alors la condition imposée a f équivyaut a 
celle-ci que son discriminant, c’est-a-dire le déterminant D des 
coefficients de ses dérivées partielles f/f), par rapport aux 2;, 
soit ~o. En effet on va voir que par un changement de variables 
linéaire on peut mettre fsous la forme Ya; v7, les a étant A o et 
les y; des fonctions linéaires indépendantes des x en nombre <h. 
Si done v. est le nombre minimum des variables d'une forme équi- 
valente 4 fet si° f= Dt c;6?, 6; 2 Ayre, dou 7 = ao eee 
les — étant dependant on voit que st p est <h, les f’ ne sont 
pas indépendants, c’est-a-dire que D = ost p< h. Inversement, 
st D=o, p sera <h, sans quoi les Drinere; seraient indépen- 
dants. 

Le discriminant de /s étant De?, @) est un tneariant de la 
classe de f. Le nombre des solutions de f= b dans C, enest un 
autre; mais on vavoir qwil dépend de (>). 


On peut supposer les aj non tous nuls, sans quoi, les aj, n’étant 
pas tous nuls, si dy. par exemple est 30, il suffirait de substi- 
tuer 2, +2, a L_. Soit donc a,,4o0. La substitution a a, 
de x, 4 y b;x; (les x non mentionnés étant supposés inaltérés) 
oli 2a,,6;+ a,;= orameéne f a la forme 


Ay Li + Lap xr, (C—O Sag aR SIE) 


En opérant de méme sur Yaj, LiL, et ainsi de suite, on fera dispa- 
raitre tous les rectangles. Une forme du type Ya;x} peut d’ailleurs 
toujours, en posant a;—= 67 si a; est carré, a= Nb? (N étant un 
non carré arbitraire) si aj est non carré, et en substituant 67! x; 
i 2, se ramener au type L277+ NYyv; et, sil y a plus d’un yg, par 
des changements de eeehie de la forme yx=uy,— 0¥), 
Vi= VV, + uy, (U2 + v?=N~"), on va voir que cette coneaee est 
toujours réalisable)a l’undes deux types canoniques 2x7, Sx? + Ny?. 

Ils ne sont pas équivalents, puisque leurs discriminants cobs 
sont 2%, 2*N. On va voir d’ailleurs que le nombre des solutions 
de f= b west pas le méme selon que f/ équivaut a l'un ou a autre 
de ees deux types. Il y a donc exactement deux classes. On peut 
évidemment, moyennant un choix conyenable de a, représenter une 
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quelconque de ces deux classes par Pamys = S)xjpyit+az? de discri- 
minant (—1)"2a,sih=2m+1, par F., = 27"! aiyi+ x? —ay? 
de discriminant (— 1)” 4a, sih=am. 


En désignant par « le reste quadratique de a, cest-a-dire 
celui de (—1)"2*D, par 8 celui de b, le nombre des solutions 
de Pom y,= 6 est 7?™+ a6r”; celui des solutions de Fim= b est 
Tm a(1 hoes 8?) x — amine 


En effet, sik =1, on voit directement que az? = ba 1+ 28 solu- 
tions. Soith= 2. Sia =>}? est carré, l’équation F,= b devient, 
en posante + Ay = u,x —hy =, uv = b eta évidemment x — 1 
solutions si 6 #0, 2x7—1 st b=o. Sia west pas carré, considé- 
rons C,, défini par —?= a. Soient ¢, 7* les racines de §2?=a 
etx + ty =u. La proposée devient u**! = 6 et n’a qu'une solu- 
tion sib = 0. Soith A 0, vg une racine primitive de Cy., 6 = gut), 
£+ty=g'. On est ramené a Péquation g(*+!) = gu(ttt) qui 
a m-+-1 solutions ¢ donnant chacune une solution (2, y). Le théo- 
réme est ainsi démontré pour h=1, 2 


Cherchons maintenantle nombre des solutions de 9 = L7' x yi= b. 
Si b A 0, lesy ne peuvent pas étre tous nuls. A chacun des 7” — 1 
systémes des y ot lun d’eux, soit y,, est o répondent 7”! 
systemes de valeurs pour 7, ..., @m (a, est déterminé pour cha- 
cun deux), d’ot x?”~! — x”~! solutions pour 640. Sib=o on 
peut en outre faire tous les y nuls et alors les z sont arbitraires, 
doun” nouvelles solutions, c’est-a-dire en tout 72"! — 7! 4 7, 

Considérons maintenant 9 + F,,= 6 (nj = 1, 2) et soit c le nombre 
des solutions de 9 = 0, @’ celui des solutions de 9 =b'(b/A 0). 
A chacune des 7, solutions de F, = 0 répondent ¢ solutions de 
Véquation, et a chacun des ~’— gy systemes de valeurs restants 
pour les variables de F, répondent o’ solutions de l'équation. En 
faisant le total on obtient les nombres de l’énoncé. 

En convenant de dire que l’élément z#-+1 de Cy suit Vélé- 
ment z, on déduit de ce qui précéde le nombre y des non 
carrés Ao suivis @un carré Ao. Achacun de ces non carrés ay? 
(anoncarré ~ 0) répondent quatre solutions (~, y) dex? — ay? =1; 
il reste les solutions (= 1, 0) et, si —1 est non carré done — a carré 
=}?, (0, +2A-'). Donec, ¢« étant le caractere quadratique 
de —1, 4y+2+1—e=7+1,v=4(z+e— 2). On trouve de 


S 4 
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méme quilya;(m + ¢—2) noncarrés A 0 suivisd’uncarré H 0, 
7(m—¢—4) carrés x40 suivis: d'un carré 40, (tee) 


carrés 40 suivis dun non carré. 


45. Soit maintenant p= 2. Tout élément de C, étant ici un 
carré le caractere quadratique de D n’est plus un invariant. 

Si h>1,0n peut supposer qu’un des aj,0 i 4k est Xo, sans quoi 
J seraituncarré. Soita,,40.En changeant au besoin x, en 2, + Ax, 
el Lo EN Ly+ UL avec AQo= Ask, 4,2 Ayx, ON peut supposer 
nuls ax, @24(K23). En répétant cette transformation on raméne f 
a la somme de @y,.27 4+ @y2%, 22+ Ay2r> et d'une forme /’ qui ne 
contient plus 2, ni 2, et n’est équivalente 4 aucune forme a moins 
de h— 2 variables. On opérera surf’ comme sur f pour ramener 
finalement /a la forme 3)" (ajx? + b:x; Vit Ci?) + Ay z?(ay 0) 
sih=2m-+1, 4 laforme 2" (a;7?4- bir;yi+ GY, ih = amor 
deux des a tels que a, et ay sont 4 0, on pourra en remplacant 25 
par %2+)27;()2a.=a,) rendre a, nul. Supposons done tous 
les a nuls sauf a) si hh=2m+1 et a» sih=om. En chan- 
geant 2; en xj+ dh yi(Ab;= c;) on pourra annuler tous les ¢; sauf cp, 
si h=o2m. En multipliant enfin certaines des variables par des 


facteurs convenables on aura, si h = 2m +1, le type 
; ’ ) 
Fomii = =f! LiVi + x, 


et, si #—am, le type 
Pom = LP apyit v2+ ay + cy?. 


Or 2? + xy + cy? est réductible toujours et seulement (40) si 
s(c)=o[s(w)= 3) 'u* n’aque les deux valeurs 0, 1 Jet alors F,,,, se 
raméne ala forme 2)" .7;.y;. 

Si z?+ xy + cy estirréductible, ¢ est de la forme cy) + y? — oe 
Co étant une racine déterminée de s (w) =1 et y étant dans C, (40). 
Or la substitution de + yy a @ transforme x?-+ xy + a Yd 


en 2?+ xy +cy?. Donc toutes les F,,, pour lesquelles s(c) 
4 


est 0 sont équivalentes et se raménent, en substituant d?z, 


=| 


d*y az etay(d?=c),,a x”! cing ry + d(x?+ y?); comme 
s(dy=s(d?), ry + d(x*+ y?) est réductible toujours et seule- 
ment si s(d) =o. 


PREMIERES DEFINITIONS. CONSEQUENCES. 
Ainsi pour h=o2monaau plus les deux types 
1 Sha, Liyir wy + a(wr+ y?) (@=0, $(a) 0). 


On va voir que le nombre des solutions de Fom= 6 n’est pas le 
méme dans les deux eas. I] y a done deux classes si h 2m et 
une seule si h =2m-+1 ('), 

Le nombre des solutions de Pomyi = 6 est x2”. Le nombre des 
solutions de Fym—=b est 72-1 +(—1)#[(1 — 8) x — oat, 
a, 8 étant les caractéres quadratiques de a, b. Apres ce qui a 
été dit il suffira de calculer le nombre des solutions de F,=68, 
a élant racine de s(w) =1. Sib= 0, il n’y a évidemment que la 
solution x = y = 0 puisque F, estirréductible. Soit & Ao. Acha- 
cun des 7? — 1 systémes (X, Y) autres que (0, 0) répond, si 2 esl 


4 
la valeur de F, pour x = X; ¥=Y, la solution = X (bo-! 2 
I att ; 


J : : ‘ 
¥ =Y(bo-')? et a chaque solution (2, ») répondent, puisque 
A:Y=zr: y, rm —1 systémes (X, Y) rendant F, 4 0. Done F, = b 


a 8x -+1 solutions. 


46. Supposons maintenant Cy=C transfini (N<Q). On voit 
comme dans le cas de C fini que ordre p d’un élément quel- 
conque dans A est le méme que celui de 1 et premier. Si p est 
fini, on obtient C en formant des Cin ou nr croit indéfiniment. Soit 
donc p=Q. Avec les éléments 7x1 (@=0,+1,...) C con- 
liendra (1)-' (g=-b1, + 2,...) et par suite le corps C!'! de 
leurs produits qui existera comme celui R des nombres rationnels, 
On peut dailleurs prendre pour unités 0, 1 les nombres 0, 1; alors 
C'' coincide avec R. 

Soit c un élément quelconque hors de Cl. Si aucune puis 
sance A de c n’est liée aux c! ov i<h par une relation linéaire 
/(c)=0 8 coefficients dans CH soit C4, Te corps résultant de 
Vadjonction de ¢ a C", c’est-a-dire le corps formé des Ya;cé (a; par- 
courant C/'; ¢= 0,1, ...) des (Xa,;c')~! et de leurs produits. Soit Cy 
un élément quelconque hors de C”'. Si aucune puissance h, de c, 


eae 


(*) Le discriminant D de f qui est un déterminant gauche est nécessairement 
D?—1 


Hull ey v= am-- 1. Si A= 2m, D=(—1)"—1(4a2—r) en sorte que (—1) 8 


est invariant de classe si n = 1. 
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n’est liée aux ci ot (<A, par une relation linéaire a coefficients 
dans C"', soit C’”! le corps résultant de l’adjonction de c, aC". 
Soit C! le corps obtenu en adjoignant ainsi tous les éléments ¢, ¢,, ... 
(en nombre fini ou infini) dont aucune puissance n’est lée aux 
puissances inférieures par une relation linéaire a coefficients dans 
le corps résultant de l’adjonction des précédents a C’'. C! est le 
domaine de rationalité défint par c, cy, ..-. 

Soit alors § un élément quelconque hors de C! et & (A find) la 
premiére puissance de E qui soit liée aux Flot i<h par une relation 
linéaire f(€)—=o a coefficients dans C'(A >1, sans quoi & serait 
dans C!), On voit comme dans le cas de C fini que les 34 ~! a6? (a par- 
courant C!) forment un corps que j’appellerai C*(—) = C(é) dont 
les éléments ne peuvent étre renfermés dans une forme DP ab; 
(a; parcourant C!) ot 8<h, car on en déduirait une relation 
linéaire entre , ..., 64~'. On formera eflectivement C.(§) en in- 
troduisant § comme un élément assujetti aux régles ordinaires du 
calcul et a /(&) =o. Je dirai. que € définit C(&). Soit 7 dans C 
hors de C.(&), et 7* la premiére puissance de 7 liée 47°, ..., 44 
par une relation linéaire (7, £) = 0a coefficients dans C (§) en sorte 
quwil n’y aura pas de relation cen entre les E/n/(i=0,...,h—13 
Wiz, tone) Kee 1) ese Liat ‘yJ (a;; parcourant C') ne peuvent 
étre renfermés dans une forme DP asé; ot 6 <hk et forment un 
corps C(&,7). 4 annule un polynome g (x) irréductible dans C! 
mais divisible par 9 (2, £) dans C(€) et définit un corps C( 4); 
C(&, 1) défint par §, ndérive de C(~), G( a), c’est-a-dire qu’il se 
compose des éléments distincts fournis par les sommes et les pro- 
duits de ceux de C(&), C(4). En continuant ainsi on trouvera un 
systeme d’éléments x), ..+, Zp linéairement indépendants dans C! 
en sorte que les ¥, a,j; (%, parcourant C') fournissent tous les élé- 
ments d’un certain corps C(&, 4, ...) contenu dans C, sont tous 
distincts et ne peuvent étre renfermés dans une forme De ask; ou 
B<n.C(E, n, ...) est défint par §, n, ... et dérive de C(6), 
C(x), .».. On va voir que C(§,,...) peut étre défini par un 
seul élément dont toute fonction rationnelle se raméne alors e/f/ec- 
tivement a la forme entiere comme dans le cas de N fini (27). 


47. Nous savons qu'il y a des équations de tous les degrés irré— 
ductibles dans C! puisqu une équation a coefficients dans R irré- 
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ductible mod p (26) Vest a fortiori dans R et par suite dans C', 
le produit de deux polynomes a une variable et a coefficients dans C! 
hors de R ne pouvant étre un polynome a coefficients dans R. 
Soit C(§) le corps défini par § annulant le polynome irréductible 
dans C! f(x) de degré h (h est aussi le degré de C.(=)). Supposons 
que C(§) renferme plusieurs éléments distincts §) = Ee er 
annulant f(z); onaura f(x) = I%(a2 — §&) fa(x), fy étantun poly- 
nome en x a coefficients dans C(§). Introduisons €, annulant un 
facteur de f, irréductible dans C.(§); on obtient un corps C(&, &,). 
Supposons que C.(&, &,) renferme éléments distincts (8 > «) &, ..., 
Ga annulant f(a) = 18 (a — 5) /a(x), fg ayant ses coefficients 
dans C(&, Ea) et adjoignons un élément 5g annulant un facteur 
de fg, irréductible dans C(é, &). En répétant ces adjonctions on 
obtiendra un corps C(§, ..., 54-1) contenant A éléments dis- 
lincts §, ..., €;_, annulant f. Ce sont les @ racines de f qui n’en 
peul avoir plus. 

Soit C(§, m, ...) défini par &,y, ... annulant respectivement 
T(z), g(x), ... distincts ou non, irréductibles dans C' de 
degrés h, /, ...;0n pourra de méme lui adjoindre des éléments tels 
que, dans le corps obtenu ©, f(x) ait A racines ba 4 yep CRO 
Paty Lecaeinesiyi—sing.t.cyetziyy+s Or, Fy(ay 6; ..2) étantiun 
polynome a s indéterminées a, 6, ... dont les coefficients sont 
dans © et non tous nuls, on pourra toujours trouver dans C! 
es) @5, Pyne els que,tous les F,(2==15)'2%....<) soient 54 0. En 
effet cela est clair si s=1. Supposons-le vrai pour s — 1 indéter- 
minées et ordonnons F; par rapport ala s'*™*. On pourra par hypo- 
thése déterminer les s —1 premieres de maniére que tous les coeffi- 
cients soient 4 o et l’on se trouve ainsi ramené au cas ot il n’y en 
a qu'une. Déterminons donc a, b, ... dans C! tels que, u = Uy, uy... 
étant les déterminations de a+ 6y,+...—=u quand §, 7%, ... 
parcourent respecuvement et indépendamment les Exh, dee 
les u;— ux soient tous 4 0. Le polynome (2) = Ij(2 — u;) sy- 
métrique par rapport aux E;, par rapport aux 7%j, ... aura ses coeffi- 
cients dans C!. Alors, p=) étant un élément quelconque 
de C(&, 4, ...) prenant la détermination ¢; quand on y rem- 
Blacet&.em,) a> par les éléments qui donnent a w la détermina- 
tion u;,2;o;4 (x) (# — uj)! symétriqueen w; estun polynome + (7) 
a coefficients dans C' qui, pour z = uw, se réduit a pt/(u), Y étant 


. 
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la dérivée de ¥, et Y/(u) est Ao car Y a ses racines distinctes. 
Done peer) b’(w)-! est dans le corps C(w). D’ailleurs w est 
dans C(&, n,...). Done C(E, n, ...) = C(u) peut étre défini par 
un seul élément. Si Cy n’est pas de degré fini, on Vobtient en formant 
des C(u) de degré croissant indéfiniment; mais il faut supposer 
donnée la loi de formation successive de ces C(u). 


48. Considérons done le corps C(w), w annulant le polynome 
irréductible dans C! F(z) de degré n et de racines uy =U, ty, «--; 
Un_s. Les corps algébriques C(u;) sont dits conjugués. ils 
coincident, C(u,) = C(uo, . +, Un_1) est dit corps de Galois (ou 
galoisien) ou corps normal, F(x) un polynome normal ou de 
Galois, F(x) =o une équation normale ou de Galois. 4(w) étant 
un élément quelconque de C(w), les éléments 4 (1;) = 9;(% = 9) 
sont dits conjugués. Soit o(x) le polynome irréductible dans C', 
de degré vy annulé par 49(w). 0(§(2)) annulé par la racine uw de 
F(a) Vest par tous les uj, done g(x) par tous les 4;. Si done 
®(x) = U;(x—4;) est réductible, ®(2)=o(zx)¥, py=an. Si 
uA, 4; est un élément tmprimitif de C(u). Sip=1, 4 est pri- 
mitif; alors C(4) coincide avec C(w); car, p(w) étant quelconque 
dans C(w), Yo( uz) B(x) (a —4,;)~', symétrique par rapport aux uj, 
est un polynome (x) a coefficients dans C! qui, pour z = 4, se 
réduit a o(w) ®'(4), d’ot o(u) = 4 (4) '(9)~'. Si tout élément de 
C(w) hors de C! est primiuif, C(w) est dit primitif. Des polynomes 
normaux ');(z) tels que, ¢; étant une racine de 4;, les C(¢;) coin- 
cident, sont nécessairement de méme degré, car si le degréy de 4, 
est plus petit que celui de ¥., 2, élément de C(¢,), ne > pourrait 
annuler un polynome irréductible de degré > ¢. 

Traitons C( uw ,..., Ue_1) comme tout a l’heure C(&, n, ...), les 
équations f(z), g(a) coincidant toutes ici avec F(z). Prenons 
dans C! des a; tels que les déterminations y=, »,,... de 


9 =Zaj;u; soient toutes distinctes quand on y permute les u; 
des n ! maniéres possibles. ¢ annulera un facteur irréductible de 
Il( 2 — ¢;) qui a ses coefficients dans C! et C(v) coincidera avec 
C(uy, .++, Unw). Ue étant dans C(¢), e; fonction des u; y sera 
aussi; done les C(¢;) coincident et les facteurs irréductibles de 
II (2 — ¢;) sont tous de méme degré. Toute équation irréductible 
vérifiée par un élément primiuf de C(¢) est une résolvante de 
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Galois (ou galotstenne) de F(x) =o. On voit qu'une telle résol- 
vante est toujours normale. Si une racine w dune équation irréduc- 
tible G(v) =o est dans C(t, ..., Un_s) = C(¢) et si chaque u; 
est dans C(w), C(m) coincide avec C(¢) et G=o est résolvante 


de Galois. 


49. Quand C! = R, un élément annulant un polynome 
a een te ly 


irréductible dans C! est un nombre algébrique (entier si les a; 
sont entiers) de degré n. Le nombre des nombres entiers algé- 
briques de degré n estau plus n fois celui des points (ay, ..., dn) 
a coordonnées rationnelles, donc £Q, quel que soit rn. Quand n 
parcourt les nombres finis on obtient done au plus QQ = Q nombres 
algébriques. Comme les 2 nombres rationnels en font partie, il y 
en a exactement Q. 

Aux corps dénombrables que nous venons de considérer, on 


adjoint ordinairement |’élément ~ avec les mémes régles de calcul 


qu’au n° 22, 


—— 2 oo 
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DIVISEURS. 


I. — Généralités. 


50. Soient A, B, C, D, ... des parties ou complexes du corps G. 
[] est commode de modifier un peu les notations de la théorie gé- 
nérale des ensembles lorsque ces ensembles sont des corps. A + B 
désignera ensemble des éléments distincts contenus dans A et B. 
A = B signifiera que A et B sont composés des mémes éléments 
disunects, A < B que B contient tous les éléments de A, mais 
d’autres encore. Le produit formel A >< B sera Vensemble des 
éléments distincts ou non obtenus en multipliant chaque élément 
de A a droite par chaque élément de B (la notion de corps ajoute 
a celle d’ensemble des relations d’identité entre des produits for- 
mellement différents). L’égalité A >< B= C > D signifiera qu’on 
peut établir entre A><B et Gx D une correspondance biuni- 
voque ot deux éléments correspondants soient toujours égaux. AB, 
ou produit de A par B, se déduit de A >< B en ne prenant que les 
éléments distincts. Ona évidemment (A> B) x C= A x(B>C) 
et (AB) C= A(BC). Des complexes n’ayant aucun élément + 1 
commun a tous seront dits premiers entre eux. Un complexe 
jouissant dune certaine propriété est dit maximum parmi les 
complexes qui en jouissent, sil n’est contenu dans aucun d’eux 
sauf G, minimum sil n’en contient aucun 41. 

Si & est le systeme des parties A,, Ay, ... (c’est-a-dire Pen- 
semble 2(A;) dont les éléments sont les Aj et non les éléments 
des A; (4)), vb celui des parties B,, By, ..., Awvb sera celui de A; By. 
Si Avs = 

Soit H = Ly un corps quelconque. y~! -&y sera dit consugué de 
A, par H (ou simplement conjugué de & si H= G), transformé 
de A. par y, semblable a . Supposons les y permutables a G (les 


Ub-b, eo et vb sont dits permutables ou échangeables. 


e 
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jy ‘9° seront done tous dans G) et, de plus, que H est un groupe : 
alors deux queleonques des y~!.ty sont conjugués entre eux 
par H. L’ensemble des y~! ey est le systéme complet ou la classe 
des conjugués de A, par H, et Pon peut décomposer G en classes 
dléments conjugués par H. Sib et vb sont permutables, y~! -by 
et y~'vby le sont aussi; (y~' hy)” = yy. On observera 
que by est conjugué de yb par y. Supposons maintenant que G 


coincide avec le groupe H. Si y~'!»y = -& quel quel que soit y, 
ok est dit tnvariant ou normal dans G, et contient alors dans ses 
diverses parties tous les conjugués d’un queleonque de ses élé- 
ments. Sia et b sont deux éléments conjugués de G, la solution x 
de hag est un commutateur (8), car z=a/b et b estde 
la forme c7'ac. Inversement, si 7 =a~'c~' ac, ax est évidemment 
conjugué de a. Done le nombre des commutateurs de G est au 
moins égal a ordre maximum d’une classe d’éléments conjugués. 
On remarquera que si le commutateur a~'b-'ab = est permu- 
table aa, b-'ab = ac donne b—' a*b= a*c* ovwat= a~*# bh ath; 
sil. est permutable a 6, a~'b-'a =cb-! donne de méme 
c%# = a~'b-“ ab. 

Toutes les fois qu'il est question de composer les éléments de 
plusieurs ensembles sans que la loi de composition ait été men- 
lionnée, on suppose tacitement que tous ces éléments font partie 


d’un groupe unique. 


51. Un complexe d’é/éments de G(8) qui constitue un groupe se 
nomme sous-groupe de G, ou groupe de G, ou diviseur de'G 
qui peut alors étre nommé dividende. Ainsi lensemble des élé- 
ments normaux de G est un diviseur normal qui sera dit central 
de G. Ainsi encore dans le groupe cyclique G d’équation a” = 1, 
a engendre un diviseur d’ordre d sin = de. Ce diviseur est le seul 
d’ordre d. En effet, tout eg de G est dans | a® |, et tout diviseur H 
de G est cyclique, car, a% étant la premiére puissance de a dans H, 
tout élément a? de H est une puissance de a%, sans quoi, 6 << @ 
étant le p. g. c. d. de a, 8, on pourrait résoudre a2 + Gyo 
en nombres entiers et trouver a® dans H. (On verra (138) que la 
propriété de navotr, pour chaque valeur de m, jamais plus 
de m @m) caractérise un groupe cyclique. ) 

De méme, dans le g,, dicyclique (20) G défini par le systéme (S$) 
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a=, 6?= a", b-'ab=a™, tout diviseur de*H non cyelique 
est dicyclique. Car H est engendré par deux générateurs de la 
forme a*=a', ba’ = b'(si H contient ba’ et ba’, il contient 
bat-ba’ =a" v9; done: baY= b'-a"-"").g* étant la: premiere 
puissance de-a dans H, et « divise n = xq (H, contenant b’? = a” 
et a%, contient a®, 6 étant le p. 2.2 Cd edes onan). fa’ étant 
évidemment normal dans H, H est formé des 4g éléments 
ah, b'a'*(h, kj =0,. «,2q—1) distincts dans G, d’ou il suit 
que les équations:+(S')a@2¢='1, 5 == bag Ga ae 
résultent de S et définissent un g,, dicyclique H’, entrainent 
toutes les relations que G établit entre a’, b', c’est-a-dire que 
a H; on peut le voir aussi en observant que, si l’on adjoint a 

a H’, on a (19) un systéme S, n’établissant entre a’, b’ aucune 
aides qui ne résulte de S‘, et que S, équivaut 4S, ot Pon 
introduit au lieu de 6 le générateur b' = bav (19). Les 2q élé- 
ments de H autres que les puissances de a* étant bavtha 
(k=0,..., 2¢—1), G contient a g,g dicycliques répondant a 
== 0,...,%—1. ba’ étant d’ordre 4, on voit que, pour 2 > 3g, 
q >i; Gy n’a que des gq dicycliques si n #0 mod2q; sin =o 


nm 
mod2q, il a en outre le gig elas at. Pour q = 111 faut ajou- 
ter les n g, cycliques | ba’ | (v= 


Dyer oy 1), 

On voit de méme que tout ee du groupe défini par 
a7t==\b? = 1, 6 ab= a 14"" (ho oug)ia des equatronsaena 
méme forme ou est cyclique. 

De méme dans le g,, diédral défini par a” = 1, b? =1,bab= a", 
tout diviseur non cyclique est diédral. 


52. Il est clair que 2~'Aw est un groupe en méme temps que A. 
Un groupe qui ne contient d’autre diviseur normal que lui-méme 
et 1 est semple; sinon il est composé. On verra dans les complé- 
ments quil y a des groupes simples d’ordre 60, 168, 504, 660, 
1092, et que ce sont les seuls d’ordre composé S 2000. On ne 
connait pas encore de groupe simple fini dont l’ordre soit impair 
non premier. 


53. Si A est un semi- groupe, ona A? oe et inversement; si A 
est un groupe, on a certainement A?= A; A2— A et si ‘A est 
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fini, ou si du moins il contient l’inverse de chacun de ses éléments, 
il est un groupe; car, a, z, 6 étant trois de ses éléments, Péqua- 
tion ax =b aura la solution #=a~'h, et ra=b la solution 
“= ba~'. Ainsi, A et B étant deux groupes, si (AB)? = AB, AB 
est un groupe; car, a, 6 étant deux éléments de A, B respective- 
ment, b~'a~' est dans A(BA)B; de méme, si AB=BA done 
(AB)? = AB, AB sera un groupe et réciproquement. Le groupe 
AB=C est dit décomposable; A et B sont les composants. On 
verra dans les compléments qu’un groupe peut étre a la fois simple 
et décomposable. Un groupe cyclique n’est pas décomposable. 

On voit de proche en proche que le produit de plusieurs 
groupes permutables deux 4 deux est un groupe. 

Le produit de n groupes A,, ..., An(m>2) peut étre un 
groupe, quel que soit lordre des facteurs, sans que chaque 
A, ... Ay(v<n) soit un groupe : ainsi le gop: (p premier) défini 
per dhe 0P-—¢* 1. a) — bd, cac= 6 (') dont.tout élément est 
emia forme a2by A (aye O41, ...., 9 —1 3% =.0, 1), est, le, pro- 
duit des groupes A, B, C engendrés par a, 6, ¢ respecuvement, 
bien que AC différe de CA et BC de CB, Si chaque élément de A; 
est permutable 4 chaque élément de Ax, et si chaque A; est pre- 
mier avec le produit des autres, le groupe IA; est le produit 
direct des Aj. 

Ainsi le groupe des nombres rationnels > o relativement a la 
multiplication est le produit direct des groupes cycliques infinis 
engendrés par chacun des nombres premiers joint a son inverse. 
Il ne suffit pas que les A; soient premiers entre eux deux a deux : 
ainsi le groupe abélien défini par a? =al—=1, aa, =a. 
(p premier) est le produit direct de deux quelconques des trois 
groupes {a,|, |}d2{, }a,a.|, mais non des trois. 

Si G est le produit direct de deux groupes A, B, on dit encore 


que A (ou B) se sépare de G. 


54. L’ensemble des éléments communs a plusieurs groupes A, 
B, ... est évidemment un groupe, le plus grand commun divi- 


(1) Ces équations s’écrivent, en posantab=a,ab'=6 sip + 2, oP = fP=C’=1, 
ap==i6a, coc=a, cic=— 6-1, et en posant.ab=«, c=, ac=y si p=2, 
@==1, =a, §a6 = yay =a, y-' By =a. C’est sous ces formes qu’on les 
retrouvera dans les compléments. 


60 CHAPITRE II. 


seur Hde A, B, .... Si A, B, ... forment un systeme normal dans 
un groupe G, H sera normal dans G. Si B, C, ... sont normaux 
dans G, A létant ou non, H sera normal dans A. Si A,B, CG, ... 
forment un systéme conjugué complet dans G, H est unique 
diviseur normal de G qui soit maximum dans A. 

A, B, ... étant ou non des groupes, l’ensemble M = j A, B, ... | 
des produits d’un nombre fini d’éléments de A, B, ... satisfait 
évidemment 4 M?= M. Onle dit dérivé de A, B,. .. ou plus petit 
multiple commun des éléments de A, B, ..., et ’on dit aussi que 
chaque élément de M dérive de A, B, .... Si A, B, ... forment 
dans un groupe G un systeme normal qui sera par suite 
formé lui-méme d’un ou de plusieurs systemes complets 5,, 
S2,... de complexes conjugués, M sera normal dans G, car 
BOVA, vjaom[etAg,... ese Als alors tout diyiseuraore 
mal de G qui contient un complexe de chaque S; contient M. 


55. Le transformé z~'a~'b-'abx du commutateur a7! b~'ab 
de a, 6 étant le commutateur de v~' ax, 2~'bx, les commutateurs 
forment un systéme normal qui contient d’ailleurs Vinverse de 
chacun de ces éléments. Done leur p. p. c. m. est un groupe K(‘), 
normal dans G. K sera dit le groupe des commutateurs, ou le 
commutant, ou le dérivé de G, ou plus précisément le premier 


(') K peut contenir des éléments autres que des commutatenrs. Considérons, 
par exemple, le groupe G défini par a? =b?=1, az!a,a,=—b;'a;b, =a, 
(re 00425739 A), Og (0, Op 0A, Os) 0, OO a OL 0, Og ang NOgen Once 
6,1 6,6,=b,, by'b, b,=6,. On voit sans peine, en adjoignant successivement 0,, 
b,, 63, 6, a | Ay, Ay, As, a,}| =A, que G est d’ordre 256. A étant le central, la 
formule 


& yVi\—ys pyi be Bain —. "eV 4 — UY gy UAV 1 — LY U4 Ag VM 3V 2 — VY & py 
(Mt 67") My by (My 27") any * Pages Yeasot meek sy oF! 
suffit a montrer que II{afi est un commutateur toujours et seulement si les con- 
gruences 
LY —- BV y= %, BHI, = 2a 4s 
mod2 
B3V 1 LY 3 = %) D3 _— LeV 3% 


sont résolubles. 

Or, pour a,=a,= 0, a,=a,=1 elles sont incompatibles (on le voit en essayant 
de faire 2,=0 puis z,=1). Donc a,a, n'est pas un commutateur. Les équations 
mémes du groupe montrent. d’ailleurs, que le commutant est |@,, @,, @, | 
(Fitz, Transact. of the Am.Math. Soc., t. Ul, p. 341; 1902). 
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commutant ou le premier dérivé de G, le second étant le dérivé du 
premier, le troisiéme le dérivé du second, etc. 

Un groupe qui coincide avec son dérivé est dit parfait ('). 
Ainsi, tout groupe simple est parfait. La réciproque n’est pas vraie, 
car le produit direct de deux groupes simples A et B d’ordres com- 
posés est parfait, le commutant de AB contenant ceux de AetB (3). 


II. — Décomposition suivant un module. Homomorphisme. 


56. Soient A, B deux diviseurs (distincts ou non) de G, et a, 
b, x des éléments quelconques de A, B, G respectivement. Le 
complexe Az B ne change pas quand on remplace x par axb. 
Done deux complexes Az Bb, Ay B n’ont aucun élément commun a 
moins de coincider. S’ils coincident, on dit que x et y sont égui- 
valents ou congrus selon les modules A, B, et Von écrit 2 =y 
(modd A, B). S’ils sont distincts, Bz~'A et By~' A le sont aussi 
(sans quoi on aurait y' = bx-'aou y=a'xb-') et récipro- 
quement. Si done G=ZAZB représente la décomposition de G 
en complexes distincts Axvb, la décomposition G= ZBa~'A 
fournira le méme nombre de complexes. Je dira1 que SAB est 
la décomposition de G (modd A, B), et que x y parcourt urn 
systéme de restes (modd A, B)(*). Quand l'un des modules sera 
Vunité, et qu’il n’y aura pas de confusion a craindre, il sera sous- 


entendu. 


57. Soit d’abord B=1. Chaque Az (ou chaque z~! A.) content 
alors autant d’éléments que A. Pour que (Aw)? = Aw il faut que x 
soit dans A. Done A est le seul des Az qui soit un groupe. Le 
nombre des Ax (oudes z~'A) distincts en lesquels on peut dé- 
composer G= YAxv =A x La (ouG=(22~') x A), se nomme, 


(‘) Cf. Liz, Transformationsgruppen, t. I, p. 547; t. Ill, p. 679; MILLER, 
AL Je; take, D-'2975 1898. 

(*) Le groupe linéaire L(p™”,2) (voir les compléments) en fournira un autre 
exemple pour p>3. 

(2) Caveny, Eaercices d’Analvse et de Physique mathématique, t. III, 
p. 244 (Mémoire sur les arrangements, etc., § XIL) ; 1844; DEDEKIND, WV. G. G., 
1894. 
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du moins quand G est dénombrable, Vindice de A dans G, et se 
désigne par (G, A), (G, 1) est Vordre de G. J’étendrai cette défini- 
tion au cas ot! G n’est pas un groupe, pourvu que G=ZAwz ou 
G=Z2-'A.Si(G, A)=2, Gétantun groupe, A est normal; car, 
x étant hors de A, 2A doit coincider avec Ax. On a évidemment 
(GA) CA, 1) = (Gyan), 

Si G estun groupe continu de points (7, ..., Z,), Je suppo- 
serai que chaque Aw est dans G une variété ap dimensions, c’est-a- 
dire qwil correspond béunivoguement aun ensemble de points ap 
coordonnées, et que ces variétés forment un faisceau a n—p 
paramétres, c’est-a-dire que leur ensemble correspond univoque- 
ment a un ensemble G! de points a n —p coordonnées. Dans ce 
cas, on est amené a entendre par (G, A) et a appeler indice 
de A dans G le nombre n—p des dimensions de G’ au lieu 
de son ordre qui, pratiquement, n’intervient pas : on a alors 


(Go) (Ast) == Gy 1). 


58. Voici quelques applications de Vimportante relation 
(G, A)(A, 1)=(G,1). 51 Aet B d’ordres a et 6 sont deux diviseurs 
de G dordre g, et si A est normal dans G, AB = BA divise G. Le 
p-g.c. d. de A, B étant normal dans B, on conclut que, si B est 
simple, ou bien B divise A, ou bien ab divise g. 

Si Gest le produit direct des groupes A, B, C, ..., d’ordres 
premiers entre eux deux a deux, tout diviseur G' de Gest le pro- 
duit direct des p. 2. ¢..d. AS BC, ...,de4' avecjA, By Cpe 
respectivement. Car tout élément de G’ est de la forme abe..., 
a, b,..., parcourant respectivement <A, WB, ..., et A, Vd, . 
sont évidemment des groupes. Si d’ailleurs p est l’ordre de bc... 
premier a (A,1), G’ contient (abc)+= a done a, donc -b. 
Done SA! et G’SA’B/C’. ... Comme G’ est forcément 2 A/B/C!.... 
ona G'= A'B'C..... Il est nécessaire que les ordres de A, B, ..., 
solent premiers entre eux deux a deux: ainsi pour A défini par 
aP=1 (p premier), B par °bP==1,)Gopar ¢?==1, Gia le divas 
seur |abc{ premier a A, B, C. 

Un groupe d’ordre premier p est cyclique car l’ordre d’un élé- 
ment 41 doit diviser p. 

Daiis le groupe des quaternions d’ordre 8 il n’y a que des divi- 
seurs d’ordre 1, 2, 4, 8: comme il ya un seul élément d’ordre 2 et 
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six d’ordre 4, il y a exactement un diviseur d’ordre 2 et trois 
ordre 4 qui sont cycliques. On vérifie sans peine (12) que ces 
diviseurs sont tous invariants. Aussi a-t-on donné le nom d’hamil- 
toniens aux groupes jouissant de cette propriété. 

I] peut arriver que les diviseurs sans étre tous invariants soient 
tous permutables. C’est le cas du gy défini par at*= b?=1 
Da! AD a. 


? 


59. L’ensemble B des éléments du groupe G qui sont permu- 
tables a kb =(A;), les parties A; élantcontenues dans Gou non, 
estun groupe, car si b-' Ab=d, c' bc= db, (bc) be = wb, 
done B?= B et B contient évidemment l’inverse de chacun de ses 
éléments (si -b est un groupe £G, B contient A). Je dirai que B 
est lenonmalisant de dans G. Le p. g. c. d. de B et des norma- 
lisants des A; dans G, c’est-a-dire /’ensemble B, des éléments de B 
permutables a chacun des Aj, est un groupe normal dans B; 
car soient 6b, dans By, & dans B hors de By et'-b-'A;b = Ax, on 
aura (b~' by 6)-' Ax (b-' by 6) = Ax; donc b-' bob est dans By et 
By qui est manifestement un groupe est normal dans B. Soit 
G=XB.-x la décomposition de G (modd B, 1). Les éléments de Bx 
transforment.en x ' vr etcesontlesseuls,carsiy '! by=a2 ox, 
dot zy ‘Ayr '= %, yx est dans B donc y dans Bz. Ainsi 
les conjugués de A’. par G coincident avec lesa Wx, x parcou- 
rant un systeme de restes de G modB; leur nombre est done 
(G, B) et divise (G, 1) (on remarquera que 2~' A; ne parcourt 


pas nécessairement tous les transformés de A; par les éléments 
de G) z'Bax est évidemment le normalisant de 2~'!.ba2 dans G. 


60. Supposons que chaque A; se réduise a un élément, que -b soit 
un groupe et B un gp» (p premier). Si alors A est le groupe formé 
des éléments de -4. permutables a chaque élément de B, la décom- 
position de . en classes d’éléments conjugués par Bdonne immédia- 
tement, l’ordre de chaque classe divisant p”, (oo, 1)=(A,1) modp. 
Si done -& divise B, (A,1) étant 21 sera 2p. Ainsi tout diviseur 
normal d’un gp»B contient des éléments Ainormaux dans B. 

Sido = A, est une partie de Get si les conjugués de rv dans G 
sont encore conjugués dans leur p.p.c.m.M, ona G = MB. Car, 
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z étant quelconque dans G, soit m dans M telquem~'Am=a2'Ax; 
on aura ma !Aam-!= A; donc em! est dans B et 2 dans MB. 


61. On diviseur A du groupe fini G ne peut pas contentr des 
éléments de tous les systemes conjugués en lesquels on peut 
décomposer G. Car on auraitG = ZA;, Aj=A, A,, ..., étant les 
conjugués de A. Or soient y, «<< y, 624 les ordres de G, de A et 
du normalisant de A dans G. Le nombre des conjugués de A 


BA 


sera B: Comme chacun d’eux contient 1, YA; contiendra au plus 


G (a —1)+1 éléments, nombre < y. 


62. Scun élément e est permutable au groupe fini Geta un 
sysléme 


A | @éléments conjugués a, ... de G, e est permutable 
aun élément de G (Cf. 89). Supposons en effet le contraire et 
soit e~'ae = b~' ab, b étant dans G; eb~! sera permutable a a. 
Or eb“ est un conjugué de e dans Gje|, car e, n’y étant permu- 
table qu’a ses puissances, a autant de conjugués z~!e.r dans G) e{ 
qu il y a d’éléments x dans G et ces conjugués coincident a l’ordre 
pres avec les ex puisque e est permutable aG. Sidone eb"! =c"' ec, 


/ 


cac ‘=a’, c-'ec étant permutable a c~'a'c, e sera permutable 


a élément a’ de A. 


63. Si A est normal dans G= YAz, Ax = vA etl’on pourra 
toujours dire que 2 parcourt un systeme de restes modA sans 
qu’aucune confusion soit a craindre. Alors les complexes A x sont les 
éléments d’un groupe d’unité A (et a 2 — p dimensions si G est con- 
tinu a n dimensions et A a p dimensions) car (SAz)?=ZAg, 


AmA=A.Ag=Ag, Az. Az = Age! Agee A.'Le groupe des 
Ag se désigne par re G;A ou G|A, Aw étant alors considéré 


comme un élément unique d’un nouveau groupe doit étre plus 
A 
Aa:A, ou Aw|A, ou simplement Av quand aucune confusion 
n’est a craindre. On a donc G|A=2X(Arv)= ZAZA. On dit 
que -G|A est complémentaire ou réciproque de A, quwil est le 
quotient de G par A, un groupe facteur de G et que G est 


yrécisément désigené (4) par (Az): | écrirai aussi parfois 
I 5 P ick sal p 


’ 
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composé de G|A et de A (on écrit parfois G= GA. A). Si, 
A n’étant pas normal dans G, B est son plus grand diviseur 
normal dans G, on définit G| A par G| A = GB. 


St A est le commutant deG=Azx+Ay-+..., GIA est abé- 
nen), cor Ar Ay Ary == Ayzy tary = Ay Az; inverse- 
ment si G|\Best abélien, B contient le commutant, car, x, y 


étant quelconques dans G, on a Bay =Byz et B contient 
aya 'y—'. Stdonc G est parfait aucun groupe facteur de G 
west abélien. 


G|A n’est déja plus un groupe abstrait puisque ses éléments, 
indépendamment de leur loi de composition, ont des relations avec 
ceux de G. Ces relations établissent entre G et G|A une corres- 
pondance univoque ova chaque élément g de Grépond élément Ag 
de G\A; donea Ag de G| A répondent les éléments de G qui com- 
posent Ag, et en particulier a l’unité A de G| A les éléments de A; 
au produit zy de deux éléments 2, y de G répond le produit 
AxvAy=Azy des éléments de G|A répondant a a, y. A chaque 
diviseur de fT =G|A répond dans G un diviseur B contenant A. 
Si B=ZA-zest normal dans G= 2By=ZAz, B| A Vest dans G| A 


et réciproquement, car Aa! As Aa =Azr~'zx. Donc A est inva- 


riant maximum dans G toujours et seulement si G|A est simple. 
On observera que G| A= 23 (Asy)=22(Az)(Ay)==B|A.Ay| A. 
Donec G|A: B|A = 23(B|A.Ay|A)= X(By)= G|B. Si A’ est nor- 
mal dans G’=ZA’z! et si GG’ est le produit direct de G,G’, 
on aG|A.G’| A'= 2(Ax)(A’x') = GG'| AA’. Si Az est un coin- 
mutateur de G|A, Az est de la forme Az'Ay"'AzxAy d’ou 
s=2r-'y ‘zy modA, et si s=27'y—' xy est un commutateur 
de G, Azen est évidemment un de G|A. Si done z parcourt les 
commutateurs de G, le commutant de ,G étant C= |¥z{, celui 


de G|A sera |2(Az){= AC|A. 


64. Inversement et plus généralement supposons entre les 
groupes A et B une correspondance telle qu’a chaque élément de A 
réponde un élément au moins de Bet a chaque élément de B un 


(') Minter, Q. J., t. XXVIII; p. 267; 


i? 


S. 5 


1896. 
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élément au moins de A et que si a de A et 6; de B se correspon- 
dent, ajax et b;b, se correspondent aussi. On dit que A et B sont 
homomorphes. Alors les complexes Ao, By répondant aux unités 
de Bet de A respectivement sont des groupes normaux dans A, B 
respectivement. En effet, si bo;, box, sont dans By, bo¢bo% répon- 
dant 41 de A sera aussi dans By; donc B5 = By. De plus 6 et b; 
étant deux éléments de B répondant respectivement a a;' et a aj, 
bb; et bj6 sont dans By, done 6 dans By b;' et dans b;'By; tous 
les éléments de By 6;' ou de 6-' By répondent d’ailleurs a a;'. De 
méme pour By 6;, 6;By relativement a a;. En particulier les élé- 
ments répondant a 1~' de A forment le complexe 6)/ By, done 
6} By = By; done 6); est dans By et By est un groupe. Enfin 
aa,'aj=1répondent tous les éléments de 6; ' By.By b= b7' By by, 
done 6;'Byb;= By. Done By est normal dans B et de méme Ay 
dans A. A un élément quelconque aya; de Aya; répond en parti- 
culier 16;=6;, done tout le complexe By ;. Done (A ga;) 
et 3( By) ;) se correspondent biunivoquement. 

Si Ay et By sont #1, A et B seront dits fractionnaire- 
ment homomorphes, ou homomorphes avec correspondance 
(4, %)(a=(A 9,1), B=(Bo, 1)); on dit encore que A est a-8-morphe 
a B, ou que A a un homomorphisme z, % avec B, et lon écrit 
A la | B (on peut laisser vide la place de « ou de 6 lorsqu’on 
ne veut rien préciser). 51 By=1, A sera dit multiplement homo- 
morphe a B et B mériédriquement ou partiellement homo- 
morphe a A. Si Ay = By =1, A est isomorphe a B, ou simplement 
homomorphe ou holoédriquement homomorphe a B: j’écrirai 
alors A=B. A et B étant homomorphes, on a_ toujours 
A| A) =B|B,. Prenons par exemple pour A le groupe des qua- 
fermions’ défim par. @* = 1, 4°==\67," 0440 —<a*" et poureoele 
groupe défini par a@j=1, ajax aaj (t=1, 2, 3, 4), et 
soit Ay=ja?{, Bo=ja;,ax{; A|A,»=B|By sera le groupe 
carré. Supposons encore que B=2ZB,6; divise A= Aja; et 
que By soit le p. g. c. d. de B, Ay. Comme 6;b7' ne peut étre 
dans Ay sans étre dans By, les 6; sont incongrus modAg et 
At Ap Ones Der UL: 

Sci A, est normal dans A et st By, lut correspond dans B, B, 
contient évidemment By et est normal dans B; car a~!A,xa—= Ay 
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quel que soitz dans A; done, siy répond a x dans Bey 1B, — Bi 
quel que soit y dans B. Si A, est normal maximum dans A 
et st By est <B, A, contient Ay (supposé > 1) et correspond 
a B,, sans quoi, A, Ay correspondant évidemment a B,, on aurait 
A, Ao| Ay = B,|By< B|By)=A|A,, donc A,Ay< A, et A, ne 


serait pas normal maximum dans A Cae 


65. Soient G un groupe ayant les diviseurs normaux Ay— a, 
et By = 365, A et B deux groupes premiers entre eux ayant res- 
pecuvement les diviseurs normaux A, et By, chaque élément de A 
étant permutable a chaque élément de B. Soit G| By = A, G|A,=B, 
A| Ay = B]By. G| Ay By estisomorphe a (G| Ay)|(Ao Bol Ay) =A] Ay et 
de méme a B|By. SoientA = YA,x2, B= Boy et supposons les x et 
les y complétement déterminés. On aura G— Bo Taou, aou répon- 
dant a a)x dans Visomorphisme de G|By a A et w n’étant déter- 
miné que mod B,. Mais, comme G = A,=Byu et que G|/A,=B, 
on peut, en choisissant convenablement uw dans By w, faire que byu 
réponde a 6, y dans Visomorphisme de G|A,» a B. Ainsi « trans- 
forme Ay et By, comme x et y respectivement. On voit donc que 
G est tsomorphe au groupe des éléments ay by xy. On dit parfois 
que Grésulte d’un homomorphisme entre A et B. 


66. Sofent T Vensemble, dénombrable ou non, des généra- 
leurs Yi, Y2, ... d@un groupe G satisfaisant a un systéme 
@équations $, TV’ un ensemble d’éléments y, biunivoquement 
rapporlé aT (y; répondant a yi), S’ un systéme formé avec 
les y' comme S$ avec les y, G! le groupe défini par S'+-T', T! étant 
unautre systeme d’équations t.=1 entre les y'. Alors G=GI|A, 
A étant dans G le diviseur normal minimum contenant les 
éléments t; formés avec les y comme les t; avec les ', c’est-a- 
direle p. p.c. m. des x“ tx, x parcourant G (7). En effet, a 
chaque produit formel des y faisons correspondre le produit com- 
posé de la méme manieére avec les y' correspondants. Les produits 
formels de y' qui répondent ainsi 4 un méme élément de G repré- 
senté par plusieurs produits formels égaux en vertu de S seront 


(*) Cf. Jorpan, S. M., t. I, p. 48; 1873. 
(*) W. Dyck, Gruppentheoretische Studien (M. A., t. XX, 1882). 
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égaux en vertu de 5’, en sorte que l’on a une correspondance uni- 
voque de G’ a G ot au produit de deux éléments de G répond le 
produit des éléments correspondants de G‘, c’est-a-dire que Gi est 
homomorphe a G. Mais a un produit formel P’ de y' peuvent cor- 
respondre plusieurs produits formels de y inégaux en vertu de S, 
mais égaux en vertu de S+T, T étant le systeme des ¢t;=1; si 
P’—1, ces éléments correspondants sont les premiers membres 
des conséquences mises sous forme typique de S + T qui ne sont 
pas des conséquences de S, c’est-a-dire les éléments de A, puisque 
les y vérifient S. 

Ainsi des équations de G on déduit celles de G|A =G' en 
adjoignant T aS, cest-da-dire en faisant égaux a 1 tous les 
élémen!s de A. Si, par exemple ('), les ¢; sont tous les commuta- 
teurs des y;, A divise le commutant C de G (55); G|A est abélien, 
puisque ses équations exigent précisément la permutabilité de 
tous ses éléments; donc A2C (63); donc A = C. 

Réciproquement, connaissant les équations A;(a@)—=1 du 


groupe Aengendré par a@,, dg, ... et celles Bj(b') = 1 du groupe G’ 
engendré par 6/,, 6, ..., comment former celles d’un groupe G 


composé de G| A = Gi’ et de A? G peut étre engendré par les a; et 
d’autres éléments ,, b:, .... Les équations de G comprendront 
alors les A;(a)= 1 et d’autres équations de laforme 6; ' azb,—= A? (a) 
permettant de supposer les équations restantes écrites sous la forme 
B, (6) = Aj(a@), Bi(b) étant un produit de 6; et Aj(a@) un produit 
de a;. D’ailleurs, le systeme B;(b) =1 obtenu en faisant aj= 1 
doit étre équivalent 4 B;(b6") =1, 61, 6%, ... étant de nouveaux 
générateurs dont ’ensemble est biuniyoquement rapporté a celui 
des b', b; 
inversement, on peut supposer qu’on a précisément choisi les 5” 


répondant a ae Les 6 étant exprimables par les 6” et 


pour les 6, en sorte que les équations de G seront de la forme 
Aj(a) =1, B;(6) = A; (a), b,' azbx= Af*(a). Mais, pour que G 
soit réellement composé de G| A et de A, il faut encore et il suffit 
qwil contienne A, c’est-a-dire que des équations précédentes ne 
résultent pas entre les a d’autres conséquences que celles résultant 


déja de A;j(a) =1 (19). 


(*) Mituter, S. M. Am., t. IV, p. 136; 1898. 
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67. Soit D d’ordre 6 le p. g. c. d. du g, A= Za;=22z;D et 
du gg B= 2O;==2Dy;, X= Xx; et Y= Ly; étant des systémes 
de restes de A(moddi1, D) et de B(modd D, 1) respectivement. 
On aura Ax B= XD x DY. L’équation x;d,y;= xidsy; qui 
équivauta x;'xj;= d,y,y;'d,' ot x;' x; est dans A et dsyiy;'d,.' 


dans B exige que x;'.x; soit dans D; done 2;=.r, et de méme 
yj=yt Donec, dans Ax B, x;d,-y; ne sera répété que dans 
zi D>x<Dy; et il le sera autant de fois quil y a dans D de solutions 
(4, ¢2) aVéquation ¢,¢,=d,: chaque ¢; pouvant étre pris arbi- 
trairement et déterminant l’autre, équation a 6 solutions et cha- 
cun des 48 éléments de A x< Best répété 6 fois exactement. 

Considérons maintenant AB = XDY = AY = XB. L’équation 
aiyvi= apVvR OU a,'az=yry;' montre de méme que yxy; | est 
dans D; done 7;= yx, c’est-a-dire que AB = A> Y= X >< B. Soit 
{A, Bj = Cd’ordre y. C est toujours 2 AB; donc si C= AY ou 
si C= XB, AB sera un groupe (= C) et réciproquement. On a 
vu d’ailleurs (24) que, si AB= BA, AB est un groupe (= C) et 
réciproquement. De C= A x Y, C= X >< B on déduit respecti- 
vement (C, A) = (B,D), (C, B) = (A, D), et réciproquement, si 
C est fini: en d’autres termes, si C est fini et si y = 28: 6, AB est 
un groupe et réciproquement ('). 

Si A est permutable a chaque 6;, done normal dans C = AB, 
les Ay; forment un groupe; si alors Ay;Ayr= Ayr, vivnyi' est 
dans A, done dans D, et Dy; Dy,;= Dy, en sorte que C| A=B|D. 

Supposons maintenant A permutable a chaque b; et Ba 
chaque a;, donc \et Bnormaux dans C= AB. a;' b,' acb, étant 
a la fois dans A et dans B (car a;'b;' a; est dans B et bz abe 
dans A) est dans D: done a;b, dans 6,a;D; done, D étant 
ici normal dans AB, a;D.6;D=6;D.a;D, c’est-a-dire que 
A|D.B|D = AB|D est le produit direct de A\|D, B|D (D étant 
le p. g. c. d. de A, B, A|D est premier a B| D). Le cas D=1 est 


important. 


68. On observera que, si A = }a{ et B=) 6{ sont des groupes cycliques 
dordres respectifs (finis) « et 8, et si ab = ba, AB n’est pas nécessaire- 
ment cyclique. Soit en effet D d’ordre 6 le p. g.c. d. de A, B en sorte que 0 


(*) Fropenius, S. A. &., 1895, p. 166. 
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divise le p. g. c. d. S=0u de c= 82’, B=88". On aura D=} aut’! = } bup 
et bu’ = abux (2 premier a 0). Cherchons Vordre x de a”bs. Puisque 
Gz Osu 7, art = bx, ar= et bs seront dans Diet ra —pus svi. 
diou'ro6s=— psalet (7) désignant lep’ g-cs dss deny 77; setedersi—¢su) 


; LO (B+ Esa) : : 
ros Ate, sp = Ath, art bse are . A est le plus petit entier 
positif vérifiant A( 7" B'+ &s'x') =o modr's'8, c’est-a-dire que, si 7 est le 


p. g.c. d. de r’B'+ £s'a' et de r's'f = c6’, i est égal a 6’; alors 


Or AB est d’ordre «8’. Done on ne peut avoir AB=)arbs| que si t=t= 1. 
On peut toujours prendre 7 premier as; mais + résulte alors des données. 
Les équations de AB sont a=1, b“8' = a5ux' (— premiera 0), b-!'ab=a. 
En supposant «= pt; 6 =p") 60 =p! r= s—=1, on aw —cesl men, 
x2 =f sim<n; si m=n,on peut seulement affirmer que @ divise x; mais 
Sle OSC DC OLGia—e ie 


69. Supposons maintenant que chaque élément de A soit per- 
mutable a B et a chacune des conjuguées 2~'Pa (dans B) d’une 
partie P de B. Soit C le normalisant de P dans B. Le p. g. c. d. D 
des x~'Ca est le groupe des éléments de B permutables 4 chaque 
x 'Px. Le groupe des éléments de AB permutables a chaque 
z~'Px se composera de tous les éléments ab (a parcourant A 
et b, B) ot 6 est permutable a chaque x~'P.x, c’est-a-dire des 
éléments de AD, en sorte que AD est normal dans AB qui est 
permutable au systeme des 2 'Pz (59). Si done D=1 A sera 
normal dans AB et l’on a ce théoreme: Sz chaque élément de A 
est permutable a Bet a chacune des conjuguées x~'! Px d’une 
partie P de B et st aucun élément A de B n'est permutable 
a chaque xz 'Paz (A est done premier aB), AB est le produit 
direct de A par B. Soit D “1. Alors chaque élément de AD|D 
est permutable a B|D et a chaque 2~'PDz. D étant le p. g. c. d. 
des x~'Cz, les x~'Cx|D sont premiers entre eux. Done AB|D 
est le produit direct de AD|D et de B|D. 


70. Sc A d’ordre a est normal dans G d’ordre aq et q 


premier a a, tout diviseur B de G dont Vordre b divise a est 
dans \ en sorte que G ne contient quun groupe d’ordre a 
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Jformé de tous les éléments dont ordre divise a ('). Car soit d 
Pordre du p. g. c. d. de A, B et b= db’; Vordre ab! de AB divi- 
sant aq; b' qui divise déja a divise aussi g premier a a, donc 
b'=1 et B divise A. 
Si alors G est normal dans un groupe H, A sera aussi nor- 
mal dans H, puisque A est unique de son ordre dans G. 


71. Soient plus généralement nr groupes A,,..., A,; aVordre de 
Ai; Dag... d’ordre dag... le prereed. de Ay, We...-., A>. Dans 
A, x< A», chaque élément est répété dy, fois; dans A, >< Ay >< As, 
Paget) eee iOS eee atiae Ay Ag occ UN,, 2,5 155 600 12... 2 On 
fois. Sc les Aj sont permutables deux a deux, Ay... A, est un 


groupe (53) d@’ordre ¢,' Wa; et 6,= dag eg --- Aya... indépen- 
damment de l’ ordre des nombres «a, §, er ee LION Ave eAp 
sera alors un groupe d’ordre a, ... An toujours et seulement 


st les Aj; sont premiers entre eux deux a deux. Si les A; 
sont premiers entre eux deux a deux et si chaque A; est per- 
mutable a chaque élément de Wi A;, WA; sera le produit 
direct des A;. En effet, la proposition est démontrée pour n= 2. 
Supposons-la vraie pour n —1 groupes. A,Ag(a,8=1,...,m2—1) 
sera le produit direct de Ay, Ag et II{A; celui de IIj~' Aj, Ay. 
Done la proposition est vraie pour n groupes. 


72. St G est le produit direct de groupes simples non 
cycliques Ay, ..., An, tout diviseur normal XA de G est le 
produit direct de certains des Aj. En effet, supposons d’abord X 
premier a tous les A; et plus généralement a tout produit de y — 1 
des A; tel que A,...A, 4; il le sera 4 A,...A, sans quoi le 
p- g- ce. d. X’ de X et de A,... Ay étant premier a tout produit 
de y—1 A;, chaque élément 41 de X’ serait de la forme 
a,...a, (a; étant dans A; et #1) et, « parcourant A,, on aurait 
2d, ...ty—d,...a,o (A, et. X' étant normaux dans A,... Ay, 
A,X’ est le produit direct de X’ par A,), d’ou xa, = aya en sorte 
que a, devrait étre normal dans A,. En faisant vy = 7 on voit que 
X est premier 4 G donc X=1. Supposons en second lieu que 


(1) Frospentus. S. A. B., 1895, p. 170. 
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X contienne A,, ..., Ay done I A;= B, mais aucun des groupes 
Avity +++, An (les A; étant simples, X est premier a tout A; qu'il ne 
contient pas). On aura X = ZBaz, x parcourant des éléments de 
Avis +.» An=C. Les x étant les seuls éléments communs a X et 
a C forment le p. g. c. d. D de X, (C. D premier a chacun des 
groupes Ay,,,¥.-, A, se réduit 4 1. Done X=B. St Aj=ja;| est 
cyclique le théoréme ne subsiste plus, car \a,...a,| par exemple 
est normal dans G. 


73. Voici quelques applications (1). Soit G un groupe de base a, 6 
défini par la seule condition que tous ces éléments soient des e;p), p premier. 
Considérons un instant le groupe G’ obtenu en ajoutant Ja seule condition 
que les conjugués a;= b'ab-'(¢ = 0, ..., p — 1) de a soient permutables. 
L’équation (ab)? =1 ou 4-1 a;=1 montre que p—1 au plus des a; sont 
indépendants. D’ailleurs cette équation jointe 7a la condition que les a; 
svient permutables et que 6?=1 suffit pour faire de tout élément 
& = byilazi de G’ un e:,); car si l’on observe que %;, a;+ y,...,%:+(p —1)¥ 
est, pour y #omod~p, une permutation de nombres o,..., p —! modp, on 
voit que gP se réduit a (Ia;)*o...(Ma@;)*p—1. On doit done supposer que p — t 
des a; sont effectivement indépendants. Donec ordre du p. p. c. m. Ades a; 
dans G' est p?—! et G’=}A, 6) est Vordre p?. Soit G" le groupe obtenu 
en ajoutant aux équations de G’ la seule condition que les a’ba~ soient 
permutables. a—!6—-!ab = cest évidemment normal dans G”. Soit enfin G” le 
groupe obtenu en ajoutant c =1 aux équations de G”. (G",1)= p?. D/ail- 
leurs G"|c{=G". Done (G",1)=p?. Revenons a G et soit H le p. p. 
c. m. des commutateurs des @;, K celui des commutateurs des a?ba—; 
G|H=G|K=G’; G|HK=G’; donc (HK, H) =(HK, K)=pP-; si 
donc D est Ie p. g. c. d. de H, K, (G, D) =p?/-3. Donec Vordre de G est 
fini avec celui de D. 

Pour p = 3, les équations (ab)}=1, (ab?)3 =1 s’écrivent respectivement 
AQ, a, =1, 4a, a,=1. Done ay et ay sont permutables et de méme leurs 
transformés a, a, par 6 et leurs transformés ay, a par 62. Donec G = G’' est 
@Vordre 3%, 

Plus généralement un groupe A, de base minima a, ..., dn défint 
par la seule condition que tous ses éléments sotent des e3) est d’ordre 
<3?"—1, Soit 3% Vordre, fini ou non, de A, (on verra (75) qu’un groupe fini 
dont tout élément est un eg) a pour ordre une puissance de 3). On peut 
supposer que a est S2Y—1 pour vy <n. Si w est un élément de A,—; non 
permutable a @,, }a, a,{ sera du type de G pour p=3. On en déduit 
immédiatement que les conjugués de a, dans A, sont permutables et 


(1) BurnsiDE, Q. J., 1902. 
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tous du type 2-!a, a. Soit B dordre 38 leur p. p. c. m. B est < 3%n-1, 
Dailleurs B est premier a A,—, car A, dérive évidemment de A,—, et dun 
élément quelconque de B. Done 2,= %,-;+ 8. Done 2, est fini. Il suffit 
de prouver que BSa,_;+1 pour qu’une combinaison linéaire des rela- 
tions %,52%,-,;+1 donne a,52"—1. On peut d’ailleurs admettre que 
8S a,-;+1 pour les valeurs de n inférieures a celle considérée. Dans 
| An-2, @n{= A’ le p. p. c. m. B’ des conjugués de an =c est donc d’ordre 
S3%+.+!. (1 suffit de montrer que le p. p. c. m. B des conjugués de c 
dans A, est ©) B’, 6—-!B’b| = vb(6 =an_)), car (Vb, 1) est £324n-at2 S3%n-r 1, 
Or Pégalité (sb)3=1 ou shsb-' 62 sb-2 = 1, s étant un élément quelconque 
de B’, montre d’abord que Wb contient le transformé de B’ par 6? et par 
suite que 6—!b6 = wb. Si done Vb contient w—!cax et y—'ey, il contient 
aussi 6-§y—ley 6? et e—!eucu-!x(u=arb-~y—!) qui s’écrit, en vertu de 
(cu)>=1, e-u-!c?ux =1, cest-a-dire que Vb contient le conjugué de c 
par cb-$y—!w 1. En prenant x et y dans A,» on voit que Vb contient les 
conjugueés de ¢ par A, »5&A,_. En prenant a et y dans des complexes de 
cette forme et en répétant l’opération on verra que Wb contient tous les 
conjugués de c par ....b=!A,_, 67! A,_.6*!.... Orona la tous les éléments 
de A,-;: car, l’équation (6&2;)}=1 permettant de réduire le nombre N 
des 6& qui figurent dans un élément bea; de A,—; (av; étant dans An—2 et 
Ee=+1) dés que §&;=£,4,, on aura £;,,—=—,; quand on aura réduit N 
par ce procédé a son minimum. Donec vb est 2B. 
Soit G un groupe défini par la seule condition que tous ses éléments 
soient des e,,). SiG admet une base a, 6 telle que a? = 62 =1, le diviseur 


}a,bab\=A est, en vertu, de (ab)* =1, abélien et hecirablc aaetab. 
Done ex =)}A, 6{ est dordre 8. Supposons que G ait une base a, b telle 
que a27— 6+— J, ‘En vertu de (ab)#=1, le groupe A dérivé de ab? = 


Phi B est abélien et lon a b-!46=8, 6-186 =a. Il est aisé de voir 
que tout élément de la forme 62a” @y est d’ordre 2 et tout élément de la 
forme 6*!a*by d’ordre 4. Done la condition que tout élément de G soit 
Wordre 4 n’entraine aucune relation nouvelle entre 6, z, % et G est 
d’ordre 2°. Supposons enfin que G admette seulement une base a, 6 telle 
que a+= 6+=1. En adjoignant la relation a2=1, on a, d’aprés ce qui pré- 
céde, un groupe G' d’ordre 2°. Done (G,1) est le produit de 2® par lordre 
du p. p. c. m. A des conjugués de a2. Or les équations a2 = b+ =1 équiva- 
lent a a*=(a?b2)2=1. Donec A contient le p. p. c. m. A’ des conjugués 
de (a?6?)?=c. On va voir que A’ est abélien et que son ordre divise 8. 
On vérifie d’abord directement que ca? = a®c et cb? = 62, puis, en obser- 
vant la relation (63 a?)* =1, que chcb3 =(a? 63 a2 b)?. Done cbcb3 est d’ordre 2 
etc permutable a 6c 6%. On vérifie directement encore que 6s 63=s. Pour 
voir que a@sa*=s, il est plus commode de se servir de la relation 
bsb3=s et de vérifier que bs basa’ =1; or, en prenant s sous la forme 
(a? b8a>b)? et en remplacant ab? absa par ba*b, puis (63 a3b% a)? par son 
inverse (a@%bab)*, le premier membre se réduit 4 (ba3)*=1. De méme 
t=caca* s‘écrit (6%a3b2a)? et est normal. De ce que bcb?= 

aca'=ct il résulte évidemment que les conjugués de c sont tous de la 
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forme c, cs, cf ow cst et que par suite A’=}c, s, ¢| a pour ordre un divi- 
seur de 8. G|A’ est isomorphe au groupe G” défini par les équations de G 
auxquelles ou ajoute la seule condition ec =1. De c =1 résulte a?6?= 62 a? 
ets =1 qui s’écrit (a?63a*b)2?=1. Done a? est permutable a 6? et a b3 a*b 
et b'a?b permutable a 6? coincide avec ba?63. a? étant permutable a 
ba? bs, Vest a aba®bia3, Enfin bab.a.b3 a+b}, en y remplacant baba par 
a 63 a3 b3, puis (aba bs)? par son inverse (baba )?, puis a3 baba? par 
b3ab3, puis b3ab par babs, s’écrit a2?.bab.aba*zba. On voit dés lors 
directement que, dans G”, le p. p. c. m. des conjugués de a? est le groupe 


abélien principal | a2, ba?2b3,abab*a3!|= A" dont Vordre divise 8. Or 
G"|A", isomorphe au groupe obtenu en adjoignant aux équations de G 
les seules conditions a? =(a?b?)2?= 1, est, on l’a vu, d’ordre 25. Done (G, 1) 


divise 2!2 et est 228. 


74. Tutorime. — Dans un groupe G d’ordre g, le nombre 
des éléments dont lVordre divise un diviseur a quelconque de g 
est un multiple dea('). 

Si g=1 ou si a=g, le théoréme est évident. Supposons-le 


é 


vrai dans le groupe d’ordre < g pour tout diviseur de l’ordre et 
dans G pour tout diviseur >a de g = ab. Le nombre des éléments 
de G dont lordre divise ap = p*e (p premier divisant 6 mais 
non ¢) sera done multiple de a et il suffit de montrer que ceux de 
ces éléments dont l’ordre ne divise pas a, c’est-a-dire dont l’ordre 
est multiple de p%, forment un ensemble E d’ordre e multiple de a. 
Or, pour chaque e, de E tel que wu, il y en a (7) de la forme wu’ 
(vy premier a 7) qui sont d’ordre n. Comme n est multiple de p%, 
o(n) ete sont multiples de p*~'. Il reste 4 montrer que e est mul- 
tiple de c. Or chaque élément de E peut et d’une seule maniére (10) 
se mettre sous la forme LY = VL, xX étant un € p% et y un €e). 
Soit z, une détermination quelconque de x; z parcourra en parti- 
culier tous les éléments x1, ..., v, conjugués de x, et si, pour 
2 = 2j, y parcourt les éléments ;,(j7 =1, ..., /), ¢ est indépen= 
dant de zetles Al éléments x; y;; sont distincts. I] suffit de montrer 
que Al est multiple de e. 

Soit / Vordre du normalisant H de a; dans G. yi, ..., vir sont 
les e,a, de H, d étant le p. g. c. d. dec, h = dh'en sorte que, 


g=hk=W'kd étant divisible par ¢ et par h, done par ch’, kd est 


(') Fropenius, S. A. B., 1895, p. 984. 
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multiple de c. Si done le théoréme est vrai pour H, 7 est multiple 
de d et k/ de c. Tout revient donc a établir le théoréme pour H et 
le diviseur d de h. Or soit {a;|—= X. Tout eg, y de H fournit 
un ea) \yv de H|X et tout eg) Xs de H]X contient un e.g, de H 
et un seul y = ¢éz (¢ étant dans X.), car cette Equation équivaut a 
s=t'y=yt“', décomposition unique et toujours possible puis- 
que, z@ étant dans X, lordre de z divise dp%. Donec le nombre 
des éléments dont lordre diyise d est le méme pour H!X et H. 
X dordre <h. Done il 


Pest pour’H et pour G. 


Mais le théoréme est supposé vrai pour H 


75. Cornotrame I. — 1° St. g=np* (p premier ne divisant 
pas n), Gaun gp (8 Sa), lequel, si 8 <4, sera contenu dans 
UN & pe et normal dans tout 8 pi que le contient. 2° Le 
nombre vg des gp de G qui contiennent un g px (y 50) déter- 


miné C est =1modp ('). 


En effet, G contient Ap —1t éléments x d’ordre p qui se par- 
tagent en un certain nombre de classes. Le nombre p. des conju- 
gués de x est lindice du normalisant X de z dans G et lon a 
\p—i= Yu, la somme s’étendant aux diverses classes. On voit 
que Pun au moins des » est premier a p; soit @ l'un des éléments 
de la classe correspondante; l’ordre du normalisant X de x dans G 
est =o modp*. La premiére partie du corollaire, démontrée 
pour % = 1, peut étre admise pour X|}.7{ dont Vordre divise np*'. 
Done elle est vraie pour X homomorphe a X|}z{, done pour G 
qui contient X (63). On remarquera cette conséquence qu'un gp 
est toujours abélien, car, sil nest pas cyclique, il ne contient que 
des ep dont deux quelconques devront étre permutables (67). 

Pour établir la seconde partie, remarquons d’abord que, si C= 1, 
vg est le nombre des g,3 de G et que, pour C=1, 6=1, ona 
Ap —1=y(p—1), @ot v,=1 modp. La proposition est done 
démontrée dans ce cas particulier. 

Elle est d’ailleurs évidente pour 6 = o. II suffit donc de montrer 
que, sielle est vraie pour 6 = s —1, elle Pest pour 6 = s (y+sSa). 
Or soient A,, ..., Ay, les gprs-12C et B,, ..., By les gpr+s > C. 


s—i 


(') Voir, pour ce corollaire et pour le suivant, Frospenius, S. A. B., 1895, 
P- 173, 989, 990- 
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Si A; divise a; des B et si B; contient b; des A, le nombre des 
couples A;, B; ot: A; divise B; est 2¥-+a;= 2'b;. Or 6;=1 (6b; est 


ik. ; ; a - er Vs x ~ 
pour B; Panalogue de y,_, pour G \; done 2¥b;= ys mod p. Sup- 


posons que A; divise B,, ..., Ba,. Ai, noeatal dans chacun d’eux, 
Pest dans leur p. p. c. m. H. Or, dans H| A; homomorphe a H, les 
seuls g, sont B,jAj,..., Ba,|Ai(63). Done a;=1 et \'a;=v5_,modp. 
Donciy: ye 


76. Cororramme UH. — SiH est un gp? (85%) normal dans G, 
le nombre des gps de G normaux dans un gy« de G (on les 
appelle gps de premiere cutégorie) qui sont contenus dans H 
est =1 mod p, car les autres gp de G, dits de seconde catégorie, 
ont chacun un nombre de conjugués = 0 mod p (59). Or H nor- 
mal dans G contient tous les conjugués dans G d’un quelconque 
de ses diviseurs et le nombre total de ses g,p2 est =1 mod p. 


77. Conorzatre Il. — L’ordre du groupe A engendré dans G 
d’ordre ab par les eia) %, 4%, ... est =o moda; quand a est 


premier ab, cet ordre est égalaast Ga un gq normal ou si A 
est abélien (*). Car si a= p%a' (p premier ne divisant pas a’), 
Gaung,«dont tous les éléments sont dans A; done (A, 1) =0 modp%, 
et de méme pour tout facteur premier de a. Soit a premier a 6, Si 
G aun gq normal A’, aucun 2; n’est hors de A‘, car A’) a;{ divise- 
rait G et son ordre ne diviserait pas ab; done A’= A. Si A est 
abélien, les % forment un gq qui doit coincider avec A. 


78. Cororiaine IV. — SiG d’ordre vab (a premier a b) con- 
tient exactement @ €(a), %, %2, ... et b ey), By, Bo, ...,. chaque a 
est permutable a chaque ~ et G contient exactement ab e ap) 
qui sont les aj 3%. St y=1, Gest le produit direct d’un ga par 
un gy (7). En effet, tout e;as) peut se mettre et d’une seule maniére 
sous la forme a;8,;—= 8,a;; or, si ces décompositions n’associaient 
pas chaque « a chaque %, leur nombre serait < ab, tandis qu'il 
doit étre multiple de ab. 


(') Fropentus, S. A. B., 1895, p 170, p. 986. 
(?) Fropenius,.S. A. B., 1895, p. 987; 1901, p. 1220. Cf. Scuur, S. A’ B., 
1902, p. ro18. 
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Oly ks (0, 23,20) == A est un gay et etre of papers ei 
un g5a’. Les 6; de A forment (77) dans A un gy abélien normal 
B'< B; de méme les a; de B forment dans B un gy abélien normal 
A‘SA et la proposition 4 démontrer résulte du théoreme suivant : 


Stun ga A divise le central dun gay G et sia est premier 
a b, Gest le produit direct de A par un gy B. 


Il suffit de prouver que Ga un gy. Or soit G|A=SE=—Iy— TC 
et Ave= €. On aura reXq= Az Ltn, Gé,y, tant dans A. La condition 
(LeLq) Le = Le (@y Le) donne ag yn Aey,t = AE nt An,¢- Le produit des équa- 
tions analogues obtenues en faisant parcourir a € les éléments de G| A 
est, en posant Iyaz.z— ax, a2, = 4% %¢,. Or, soit bc =1 moda, 


Y —e <7 bf =O’ = C 2 oc Se * 
oe op ae. On aura fp 2a; 0, ae Le, = OF Teg — Fey. Done 


les x; forment un gy. 


79. COROLLAIRE VY. Sott a = 4 p#i= p%ia; (pi premier < piy1) un 
diviseur de Vordre ab du groupe G. Si le nombrev(a) des e(qa de G est 
égal daet st, pouri=1,...,n—1, Ga@ un epu tel que e; (ce qui 


arrivera nécessairement si p; divise 6, car, v(p;a@) étant ici >v(a), ily a 
des éléments dont l’ordre divise p;a et non a, done des éléments d’ordre 
pe", done des éléments d’ordre p?#‘), G a un diviseur unique de chacun 
des ordres p%'... p93” (1). En effet, e; ayant un ordre qui divise a et 
non ap7', v(a)—v(apz') = (pi— di) pa; sera > 0, donc i; < pi. 
D’ailleurs, parmi les v(@)—v(ap;') éléments dont l’ordre divise a et 
non ap;', chaque élément x d’ordre m en entraine o(m) de la forme 2 
vu. premier am), et m est ici multiple de p#. Donec 


(pi— di) pF ai = ky pt" ( pi—1) (x; entier). 
Si z=1, p; étant < pi41, cette égalité exige que a,= 1% p#! divise ky, 


done que A; =1. Done v(ap;') = apz'. On verrait de méme, en se servant 


ees 
de eP dont Vordre divise apy® =a' et non a'p;', que v(ap;*) = ap;® 
. O; a; Rae ee 
(G=a)).et ¥(a,) = ay, puis que-y (py... pi") = pz’... pa" (C= 1, ..-, W—1)s 
Donc le gpzn Ay» de G est unique; de méme, le gpanj1 pen }An, en4| est 


unique; de méme, plus généralement, le gypzi... pan } An, @n—1, «+ +5 en| est 


I 
unique. 


80. Corottaire VI. — Si un £ pay (p premier ne divisant pas ab) a 
exactement p%b ep), si ses gp px Ay (U=1, ...; Ay=A) sont premiers 


(') BurnsipE, Theory of groups, p. 112. 
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a 
deux a deux et si tout e permutable a un A; lest a chaque élément 
de A;, Ga b ew, et le normalisant C; (C;= C) de A; est d’ordre pal’, 


i étant premier a a et =1 mod p# (1). Soit (C,1) = p%a'b’, b' étant le 
2) 


p. g.c. d. de (C, 1) et de b en sorte que 


g est premier a a’. Soit p%b'c 


a 
le nombre des e;p%4 de C et w= yz l'un d’eux, y étant un e;px et z uN ey} 
y et z qui sont des puissances de x (10) sont dans C. z qui est permutable 
a chaque élément de A est le seul ey de Az. Les p%b'c €(p%s) de C se 
partagent done en 6'c complexes Az oti figurent exactement (p%—1) b’c 
€(p%) (ui ne sont pas des ej. Aucun de ces (p%*—1)b’e ep) ne figure 
dans deux C;, car une de ses ewe serait un e;,2) 4 1 qui figurerait dans 


deux A;. Done Ga exactement —{; oe (p%—1)6'e e:p~p) qui ne sont pas des eg) 


et ce nombre doit étre < p%b, dot ce =1, a =a. II n’y a done parmi 
les p%b e:pzy) de G que b ew) et parmi les p%b' e,p~») de CQ que b' ey». 


III. — Décomposition suivant deux modules. 
Théoréme de M. Sylow. 


81. Considérons maintenant la décomposition G= Az B du 
groupe G dordre fini g (modd A, B), A et B ayant les ordres res- 
pectifs a et b tous aoe >1. Ax x B correspond biunivoquement 
a 2-'Axv x B, ax8 correspondant a 2~'axB quand « parcourt A 
et 8 B. Done, dz étant l’ordre du p. g. c. d. Di dea Aziet 


; : OvAy 
de B, AxB comme x2! Az B (et comme Az Ba~') contient = élé- 
x 


4 te b 
ments distinets. Done Pay) ~ Pour que AvB = Ax @’, B et 0! 
we 


étant dans B, il faut et suffit que @’8~! soit dans 2! Az, donc 
dans D,. 

Le nombre des AwB distincts dont se compose G et que l’on 
peutappeler indice du couple A, B dans G se désigne par (G: A, B): 
c’est le nombre des classes d’éléments incongrus (modd A, B). 
Soit | un diviseur normal de A, B, G. Il est facile de voir que si x 
parcourtunsystéme d’ éléments incongrus dans G (modd A, B), 
Iz en parcourra un dans G|I (modd A|I, B\I) et réciproque- 
ment. 

Quand « parcourt A et 8 B, ax reproduit, on vient de le voir, 


(*) Fropentus, S. 4. B., p. 1033; 1895. 
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d, fois un élément quelconque F de AxB, done en particulier 
d, fois x, Done, c, étant le nombre des éléments distincts de Ax B, 
€xd;—=ab est le nombre des solutions (%, 8, 2) de axB—=-az 
quand est dans A, 8 dans B, x dans Az B. Ce nombre étant indé- 
pendant du complexe AzB, on a, en posant (G;A,B)=~m, 
Yerd, = mab, x parcourant un systeme de restes de G (modd A, B), 
ou Ydy= mab, x parcourant G. Ainsi 2r8—= 2 a mab solu- 
tions (a, 8, 2) quand x, 8, x parcourent respectivement A, B, G. 
Soit maintenant A’ d’ordre a’2 a un diviseur de G= 3 A‘2! dont 
tous les éléments soient permutables a A. Les z~'Agx ot x par- 


court A‘z’ coincident et de méme les d; correspondants. Donc 


MAO — Gs. Stl, 


gz parcourant les z’. L’équation «x 8 = x qui s’écrit x 'ax =f 
montre que 8! est dans 2~'A.r. Si done $~' appartient a y des 
z'—' Az’ (distincts ou non) tels que #7, 'Awxv,;(t=1,...,¥) et point 
a d’autres, les seules déterminations possibles pour x parmi les 2’ 
sont 2, ..., 2,. Pour chacune d’elles, « est complétement déter- 
miné (et dans A) par a= a28"'x~'. Donec, 6, étant le nombre des 
éléments de B qui appartiennent a y des 2/~' Az’ (ces 2’! Ax’ ne 
sont pas nécessairement les mémes pour chacun des 6, éléments), 
a ‘ar =6-'ady by solutions (4, 2,8) quand 8 est dans Bet x parmi 
lesz’, Achacune d’elles répondent a’ solutions obtenues en rempla- 
pant.z par a! 2 (doncapara’aa/~'), 2’ parcourant A’. On a ainsi toutes 
les solutions de léquation quand x parcourt »A’z’=G et 6 B. 
Done mab= a’ Xv b, et pour A’= A, mb = dv by. 

Si A, < A, B, < B, my, a,, 61,0, 8, jouant relativement a A,, B, 
le rdle de m, a, b, 4, SB relativementa A, B, ona évidemment m, 2 m 
et. (toute solution de «,x8,=z en étant une de 2x8 =2z) 


My ay b,= mab (4), 


82. Tutorime pe M. Sytow(?). — Dans un groupe Gd’ordre 
g=np*(n premier a p) les gpx sont tous conjugues. Soient en 
effet, dans G, A un gps, B un gpe(8 Sa), G= LAB la décomposi- 


tion de G(modd A,B), On aura n= p$~®:, p’*étant ordre du p. g. 


(1) Fropenius, Cr., t. 101, 1887. 
foe Act. Vep. 0845 £892. 
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c.d. dex 'Ax, B. n étant premier a p, un des 6,, soit 6, sera égal 
a 6, c’est-a-dire que B divisera EA AE Si 8 =a, B est done conju- 
gué de A, ce qui démontre le théoreme. En faisant 8 < « on voit 


que B divise un des x~' Ax (Cf. 75). 


Si done un gar(a premier ab)Gaun ga normal A, A estle 
p- p. ¢. m. des ea) de G (77). 


83. M. Sylow a également démontré que G a toujours des gp« (que 
Pon peut appeler les groupes de Sylow de G) en nombre =1 
mod p. Ce résultat déja rencontré (75) dans un théoréme plus gé- 
néral peut étre légerement précisé. Soient C d’ordre n! p%(n=n'n") 
le normalisant de A dans G (A étant Punique gp« de C; tout élé- 
ment de G permutable a C lest a A et appartient 4 C; done, 
si C< G, Cn’est pas normal), Bung,sS A, G= ZCzB, D, d’ordre 
p®slep. g.c. d. de B = 2;Dz bg; et de z—' Cz. On aura n’ = Dp es, 
D’ailleurs, xD,x~' étant dans C puisque D, divise z~'Czx, Cx B 
s’écrit T;Cx bz; et Cxbg; est ACxrbz; sans quoi briby; serait 
dans 2-'Cx et par suite dans Dz. Des lors les éléments vy = xb»; 


forment un systeme de restes de G (modd G, 1) et, C n’étant per- 
mutable qu’a ses éléments, les y~'Cy sont les n" conjugués dis- 
tincts de C(et de méme les y~' Ay sont les n" conjugués distinets 
de A). Ainsi pour chaque x (2 parcourant seulement un systéme 
de restes de G (modd C, B)) on a les p8-& conjugués de C 
b='e' Gab, dont le p. g.c:.d. avec B67) Bbg; est by) Danes 
Done, /; étant le nombre des 2~'Cx ayant avec B un p. g. ec. d. 
d’ordre p?~J/, celui des y~'! Cy ayant avec B un p. g.c. d. d’ordre ps3 
sera (yp) etin' == 2 Gp (0 09 105-5). 

Soit 8 = 4, donc B= A, et écrivons|falors 4; pour ¢;. € ne con- 
tient aucun élément z de x '!Az hors de A, car Ajz| serait 
d’ordre > p*. Done 6, n’est égal aa que si z est dans A et ky =1. 
Done n"=1 + kp et lo =1 mod p. kp! est le nombre des y~' Ay 
ayant avec A un p. g. c. d. d’ordre p*. Donc, st p%-? est 
Vordre maximum dun p. g.c. d.de deux y'Ay, onakj=o 
pour i<p et kp=o mod p?. Si inversement kp =o mod p? 
et 4 o mod p?t', Pordre maximum @unp. g.c.d.jdedeuxy~' Ay 
est = p*?, sans quoi Ap serait = 0 mod p?*!; pour e =1 cet ordre 
maximum est p*~' a moins que A ne soit normal; pour 924 on ne 


peut rien dire. 
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Voici deux applications (1), S¢ A est cyclique et si nS p% Gaun g,3 
normal >1. Car ky étant alors nul, deux y—!Ay ne sont jamais pre- 
miers entre eux. Soit donc B; > t un p. g. c. d. d’ordre maximum de deux 
y-tAy. By divisera normalement 1+ Ay p(A,21)y-!Ay et par suite 
leur p. p. c. m. M;. Si A, = &, B, est normal dans G. Si A, < &, il y ahors 
de M; un y—' Ay Ag ayant avec un gp de My, done avec B, (SL), un p. g.c.d. 
By, >1 et <B, qui divisera normalement 1+ dyp(dA2.>1)y—!Ay. On 
peut supposer By d’ordre maximum aprés By, et lonobtiendra de méme 
B,,.... B; étant toujours >1, on arrivera 4a un B >1 normal dans G. 

Sin=p?,Gaun gpe normal, Car ily a un gp Wb divisant normalement 
(75) 1+Ap(A21)y—'Ay et par suite leur p. p. c. m. M d’ordre 2 p&rhp 
(67); n étant S$ p?SpP, ona M=G et Ub est normal dans G. 

Il y aurait évidemment intérét a étudier & considéré comme fonction 
de p et p considéré comme fonction de &. M. Burnside a énoncé a cet égard 
les propositions suivantes (WM. W., t. XXXI, 1g01,p.77). Sik=2, 1+ 2p 
est un nombre premier ou une puissance de 3; sik=4,1+4p est un 
nombre premier ou une putssance de 5 ou est égala 9. 


84. Soit D dordre d= »p?tyY (y premier a p) le normalisant 
Wun gp? BS A dans G. Chacun des gpe+; de D est dans un x! Ax 
distinct, car si lun des z~' Ax en contenait plusieurs, son p. g. c. d. 
avec D serait d’ordre > p*tY. Supposons que le p. g. c. d. B’ 
de A, D soit un gpé+; et observons de suite que B! est toujours 
un gp quand Best un p. g.c. d. maximum de deux y"' Ay 
(c’est-a-dire qui ne soit contenu dans aucun autre diviseur de 
deux y~'Ay) sans quoi B serait normal dans un gps; A> B’ et 
tout y_ 'Ay contenant A aurait avec A unp. g. c. d. 2 BY > B(75). 
On a vu que chaque z~'Cw ayant avec B’ un p. g. c. d. @ordre p/ 
donne lieu a p*+7-J conjugués ayant avec B’ des p. g. c. d. d’ordre p/ 
conjugués dans B'. Done le nombre des conjugués y~'Cy de C 
qui ont avec B’ un p. g. c. d. contenant B (normal dans B’) et 
WVordre p*tty (y,=y étant le maximum de y,), c’est-a-dire le 
nombre des y~' Ay ot Ba p*-?y conjugués, est multiple de pY~vy. 
En transformant par y~' on obtient dans A un systeme conjugué 
complet de p*-?Yy gps (conjugués de B dans G) correspondant a 
celui que contient y~'Ay. Ainsi les conjugués de B dans G quit 
se trouvent dans A s’y trouvent par systémes conjugués 
de p*- tr groupes iy y= 7): Soient alors A le nombre des conju- 


(1) Matter, C. R., t. CXVIIL, p. 1188; 1894; Annales de Toulouse, 1895, D. 7 
1896, A. 5. 
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eués By = B, B,, ... de B dans G, x le nombre de ceux qui sont 
dans A. Si l'on compte une fois chacun des x B; qui sont dans cha- 
cun des 1+ kp conjugués A; de A, ce qui endonne x(1+ Ap), 
chacun est répété autant de fois qu'il y a de A; a le contenir, c’est- 


a-dire lg —=1-+dp fois. Done x(1+ kp)= (1+ fp), et comme 


5 g  ptn'(1+ kp) pién'(is lp) 
Az Fa OX = RM 
d d d 
85. Si BetB,=-s-'!Bz sont deux complexes normaux dans A 


etconjugués dans G, tls sont conjugués dans C. Car B sera nor- 
mal dans z Az~'; A et z Az~! divisant donc le groupe D des élé- 
ments permutables 4 B y sont conjugués et il y a dans D un élé- 
ment itel que tats Az 't =A, onea 2 —=dent dansC, z= ic, 
c-1B,c= 7! Br= B (puisque ¢ est dans D). 


86. St B est un p. g. c. d. maximum de deux y"' Ay tels 
que Net Ay, lenormalisant D d’ordre yp? (y premier a p) de B 
dans G contient des éléments d’ordre premier a p qui ne sont 
pas permutables a A (*'), En effet on a vu (84) que le p. g. c. d. de 
D et de tout 9» ‘Ay >B est un gps; (B ne divise done que les 
y—'Ay qui ont avec D un p. g. c. d. d’ordre p#t7). D contenant 
au moins deux gp%+y qui sont ses p. g. c. d. B’, BY avec A et A, 
respectivement, y est >1, et I) content des e,, qui ne peuvent étre 
tous dans C, car D, p. p. c. m. de ces ey) et de B’, diviserait C et 
contiendrait B’ normalement (tout élément commun a C, D est 


permutable a A et 4 D donc a B’). 
Chaque gpi+e(2 >0) >B de D divisant par hypothése un 


seuly 'Ay, le groupe des éléments de D qui sont permutables 
a B estle p. g.c.d.deC, D. De plus Vordre maximum dup. g. 


“5S: 


c, d.de deux g p+; de D étant p? le nombre de g p+; de D, cest- 
a-dire le nombre des y"' Ay > B, est =1 mod p¥ (84). 


87. Si Bestun gi normal dans A sans l’étre dans tous les y—' Ay, tl 
yadans Gun élément — dont l’ordre t, premier a p,a un diviseur s tel 
que les §*BEt(i=0, ..., s —1) sotent distincts et permutables (2). 


(+) Fropenius, S. A. B., 1895, p. 176; BuRNsipE, P. L. M. S., t. XXVI, p. 209; 
1895. 
(*) BurnsipE, Theory, p. 100. 
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Soient toujours D le normalisant de B dans Get A’ un des y Ay ne di- 
visant pas D ot) B a le moins de conjugués, c’est-a-dire que le p. g. c. d. 
E (>B) de D, A’ est dordre maximum, E divise un des conjugués de A 
dans D que lon peut supposer étre A. Soient F, F’ les normalisants de E 
dans A, A’ respectivement. F et F’ sont >E; donc F’ ne divise pas D. 
Tout gpe de G qui contient F est dans G, car un y!Ay qui le content, 
contenant F > E, est dans D. Donec, dans} F, F’; = G d’ordre fp? (f pre- 
mier a p), si deux gp¢ ol, bo’ contiennent F, F’ respectivement, ob est 
dans D et .A.’n’y est pas. Donc Ao est 4 ob’ et f >1. Les ecf) de G, &, &, .. 
ne permutent pas exclusivement entre eux les conjugués de eb qui sont 


ar) 


dans D car } ,&, &,...{= Gest d’ordre kfp? (77) donc égal 4 G ne con- 
tiendrait pas -\’. Soit donc — d’ordre ¢ premier a p, tel que E-1.%E = alo”, 


ol.” étant hors de D. £1 Bz est # B sans quoi B serait normal dans -!A&. 
Si & est la premiére puissance de — permutable a B (s divisant néces- 
sairement ¢), les E-* BE! (c=0, ..., s —1) seront distincts et normaux 
dans E puisque E, normal dans F et F’, lest dans @; done ils seront per- 
mutables. 


88. Sc A dordre ab divise Gd’ordre g=anb et si tout 
facteur premier de b est <n, Aa un diviseur normal dans G 
dont Vordre est multiple de b('). Car soit b = b'p*, p premier ne 
divisant pas 6’. A contient un g,«B, et ladécompositionG = 2BxrA 
donne n= Sp*-*, pe étant Pordre du p. g. c. d. de x 'Bax et 
de A. p étant2 n, tous les 6, sont égaux a « et A contient tous les 
conjugués de B dans G (a2 peut étre pris arbitrairement dans 
chaque BxA) done aussi leur p. p. ec. m. M,, normal dans G. 
Comme on peut raisonner de méme pour chaque facteur premier 
de b, A contient le p. p. c.m. Mdes M,, normal lui-méme dans G 
et d’un ordre =o mod db. Si a=1, M=A. En faisant a=, 
b= p*',n=p,p premier, on voit de nouveau que dans un gp« 
tout gp: est normal. 


89. Si élément ad ordre p*(p premier) est permutableaG 
d’ordre g premier a4 p et aun systéme dey parties P,...deG 
conjuguées dans G (ce qui revient a dire que P a@ les mémes 
conjuguées dans G etdans G)\ a\)a sera permutable a une con- 
Juguée de P (Cf. 62). Car soit £ @ordre x le groupe des éléments 
permutables 4 P dans G}a{. On aura rv = gp*. Or y divise g. 
Done = est =o mod p% et 4o mod p*t!, Done & contient au 


(') Fropentius, S. A. B., 1895, p. 172. 
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moins un gip« conjugué de |a@{ dans Gj) a{ et®adans Gj a{ un 
conjugué z '@zx contenant | a{ dont chaque élément est permu- 
table a.v-'Pa. P pourra étre par exemple un diviseur d’ordre q°, 


q® étant la plus haute puissance du nombre premier g qui divise g. 


IV. — Théoréme de M. Jordan. Groupes décomposables. 


90. Une suite G, A, B,..., 1 de groupes en nombre fini dont 
chacun est normal maximum dans le précédent (et continu fini 
si G est continu fini) se nomme une suite ou série de composition 
deG. G| A, ‘A|B, ... sontles groupes facteurs, (G, A), (A, B), ... 
les facteurs de la composition. Sz G, A’, B’, ..., 1 est une autre 
suite de composition de G, la série G|A, A|B, ..., coincide 
a Vordre pres avec la série G\ A’, A’\ B/,... ('). (On pourra done 
parler des groupes facteurs, des facteurs de G). Le théoréme étant 
évident pour les groupes simples, supposons-le vrai pour tous les 
diviseurs de G autres que G. A et A’ étant normaux maxima, 
G = AA’ et G| A, G| A’ sont simples; si donc D estle p. g. c. d. de 
A, A’, A] D=G|{A’ et A’| D=Gy| A (67), Dest normal maximum 
dans A et A’ et le théoréme est démontré pour deux suites de compo- 
sition de laformeG, A, D,E, ...,1 etG, A’, D, F, ..., 1. Orilest sup- 
posé vrai pour les deux suites A, D, E, ..., 1 et A, B, ..., 1 comme 
pour les deux suites A’, D; F, .:-, ret:A’, Bi, 2. ., 1. Done iliveet 
pour les deux proposées. 

[l est clair que, si PT = G|H (H normal dans G), la série des groupes 
facteurs de G se composera de ceux de T et de ceux de H (63). Un 
groupe fini dont tous les facteurs de composition sont premiers est 
dit résoluble. Ainsi les groupes abéliens et les gp«(p premier) sont 
résolubles (75). Pour qu'un groupe G = Gy soit résoluble, il faut 
et il suffit que la suite de ses dérivés successifs (55) G,, Go, ... se 
termine par 1, car (63) si G;= G;,,, aucun groupe facteur de G;ne 
peut étre d’ordre premier, et si G;> G;,,, G;| Gi,, est abélien (*). 


(1) La coincidence des séries ((G, A), (AS3G)) 22. (GA) C Ao sere 
Vordre prés a été découverte par M. Jordan (C. R., t. LXVIII, p. 257; 1869). 
M. Holder développant ensuite ’idée de M. Jordan établit celle des séries G] A,..., 
GAY, .... (Me As, tad Xe VG SSO). 

(7) Mitter, S. MW. Am., t. LV, p. 136; 1898. Cf. Liz, Continuierliche Gruppen, 
p. 548. 
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91. Les groupes facteurs de composition d’undiviseur g deG 
sont tsomorphes chacun a un diviseur dun groupe facteur de 
composition distinct de G. En effet, dans la suite de composition 
G, ..., A, B, ..., G, D, ..., 1, soit B le premier groupe qui ne con- 
tienne pas g, 0 le p. g. c. d. de B, g, et A'= Bg <A leur p. p. 
c. m.; 6 est normal dans g, B dans A’ et g| b= A’| B est simple, 
puisque B est normal maximum dans A; done 6 est normal maxi- 
mum dans g. Soit de méme D le premier des groupes B, ..., C, 
D,-... qui ne contient pas b, C= Dd, et dle p. g. c. d. de D, b. 
On von de méme que 6 | d= C’'| D et que d est normal maximum 
dans g. En continuant ainsi on obuent une suite de composition 2, 
b,d,...,1 deg ot g|b, b| d, ... sontisomorphes respectivement 


a des diviseurs de A|B, C|D, .... 


, 

92. Une suite G, A, B, ..., 1, o& chacun des groupes A, B, ... 
estnormal dans G et maximum (50) parmi les diviseurs du précé- 
dent qui sont normaux dans G, s’appelle une suite ou série de com- 
A, A|B,... sontles groupes facteurs 


position principale de G; G 
(G, A), (A, B), ... les facteurs de la série. Tout groupe G admet 
évidemment au moins une suite principale contenant un diviseur 
normal donné de G. D’une suite de composition on ne peut pas 
toujours déduire une suite principale par la simple suppression de 
certains termes. Ainsi le gys défini par at = 6? =1, bab = a admmet 
la série de composition ja, b{, }a?,b|, ||, 1 : en y suppri- 
mant }6{ on n’a pas une série principale parce que } a, 6 | con- 
tient | a@2{ normal dans | a, 6{. Mais d’une suite G, ..., A, L,..., 1 
dont chaque groupe divise le précédent et est normal dans G on 
peut toujours déduire une suite de composition par insertion de 
nouyeaux groupes. Car soit K un diviseur minimum de A conte- 
nant normalement L, H un diviseur minimum de A contenant nor- 
malement K, ... et A, B; C, ..., H, K, L lasuite ainsi obtenue; en 
intercalant des groupes analogues entre deux termes consécutifs 
quelconques de la suite principale on aura une suite de composi- 
tion. 

La sérieG|A, A| B, ... des groupes facteurs dune suite prin- 
cipale G, A, B, ..., 1 coincide a Vordre pres avec la série G\ A’, 
A'\ B’, des groupes facteurs d’une autre suite principale quel- 
conque G, A’, BY, ..., 1. (On pourra done parler des groupes fac- 
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teurs principaux, des facteurs principaux de G,) La démonstration 
est la méme que pour les suites de composition en observant que 
le p. g. c. d. D de A, A’ est normal non seulement dans A et A’, 
mais dans G. 


93. Dans une suite de composition G, ..., A, B, CG, ..., K, L, 
M, ..., 1, sovent A, L deux divtseurs normaux de G consécu- 
tifs: A\L est le product direct de groupes simples tsomorphes 

A|B et conjugués dans G|L. Soient, en effet, B= B,, Ba, .... 
Bg les conjugués de B dans G, tous normaux dans A, et, en posant 
A == Ba = Ag; Aj le p.g. e.d..de Ay Bydonecelurde Bye 
Si A;_, est #4 L, il ne divise pas tous les B; : je a es que B; 
est un de ceux ies ne divise pas et que Ag =L(aS8). On a 
Ave pay, Aaa A 


les termes a Ae A et L d'une suite de composition de G, 


= A|B; = A|B groupe simple. Done a A; sont 


et pour que la série des groupes facteurs de composition reste la 
méme quand on remplace seulement C, ..., K par Ay, ..., Ag, i 
faut que A/B = BJIC=...= K\L. Supposons prouvé que A;\L est 
le produit direct de 2 —¢ groupes du type A|B, ce qui est évident 
pour ¢=a—1. Soit A; le p. g. c. d. de A;_y, Bay, ..., By. Gelui 
de A;, A’, est lensemble des éléments communs aux B;, c’est- 


a-dire L. Or, A; et A} étant normaux dans A;_,, et A; normal maxi- 
mum dans A;_,, Aj_ hei Done (67) A;_,|L est le produit 
L, A 


pour p.g. ce. d. avee B;, joue un réle analogue acelui de A,_, dans 


direct de A; 


;/L AB (A;, p- gi eed. dea —1 des B;et ayant L 
une suite de composition de G), Si d’ailleurs les groupes simples 
dont A|L est le produit direct formaient dans G\L plusieurs sys- 
temes conjugués, le produit direct de ceux d’un systéme serail 
normal dans G|L et < AL. 

On voit que tout groupe invariant minimum de G est le pro- 
duit direct de groupes simples tsomorphes quit, st G est réso- 
tuble, sont d’ordre premier. Jappellerai principal tout groupe 
de ce type (Cf. 14). 

Inversement, tout diviseur normal A de G, produit direct de 
groupes simples non cycliques Bo, ..., By conjugués dans G, est 
normal minimum, car un diviseur normal minimum < A deyrait 
élre 1m produit de B; (72) et les B; sont tous conjugués. Si les B; 
sont cycliques le théoréme peut étre en défaut. Ainsi, dans le 
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groupe défini par a? = 6” =1, ajaxy= agaj, b~'apb = aj, (p pre- 


RUNGE SE si By 6.05 JE 5. rae G;) | 2,5...) &_ | est normal, 


94, Si A est le central du groupe G, G|A=C a une impor- 


tance particuliére et sera dit le cogrédient de G. Plus précisément 
\= A, sera le premier centralet C= C, le premier cogrédient 
de G; le o°™* (¢2 2) central de G sera le diviseur A; répondant dans 
Gau central A;|A;_, de G|A;_,, et GJ|A;= G; sera le 7°"* cogrédient 
de G(Ag=1, Cy=G). Il y aura évidemment une valeur minima 
(20) de ¢, telle que A;= A, pour i2u. 

St a; est Vordre maximum d’un élément de Aj\Ai_14, %ix; 
est Sa;. Car si a;,, est d’ordre a;,, mod A; dans A;,,, et si x est 
quelconque dans G, on a @'4j4,% = ai, Qj, a; étant dans Aj, 
dou x 'a% xc=ati, modA;, et A;_,a%, serait normal dans 
G| \; | hors de A;|Ai_.- 

Aucun élément AgAA de G 
puissance de tous les autres, car si Ag = As‘, g, de la forme 


A=ZAz ne peut étre une 


«3° (a étant dans A), est permutable az, et si cela a lieu quel que 
soit s, g doit étre dans A. Done GJA n'est Jamais hamilto- 
nien (d8) ('). 

Tout élément ade A, est permutable a tout commutateur 
—ly-t ov de G. car a9 7o-l ras I yar — an. &. n 6t: 
ve eye (ceor on a Mpa a5, yay = an, §, 7 étant 


Bans Ay Ol Cody, DY a 2! ye cy. 


95. 51 A, = G, G sera dit spécial. La suite 1, A,, ..., Ay —=G 
des centraux sera dite suite ou série spéctale de G, et v. la spé- 
ctalité de G. Les groupes abéliens sont de spécialité 1. Les groupes 
de spécialité 2 seront dits métabéliens. 

Supposons que G soit le produit direct de groupes Gx(A = 1, 2, ..-) 
admettant respectivement les séries spéciales 1= Ag,, Aig, ---; 
\y,4—= Gy, et soit uv’ le plus grand des ux. On a évidemment 
A, = A,x, done G|A,= G;|A,,4, puis, par récurrence, Ag=II,Agx, 
donc p’ = vet G| A, = II,G,| \ oh: 


96. La propriété fondamentale d'un groupe spécial G 
d ordre WV" p¥ (pi premier A px) est qwil est le produit direct 


(') Mitter, S. M. Am., t. VI, p. 339; rgoo. 
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de ses & pts (Un Gyr Cant tougours spéctal (60), la réciproque 
est évidente.) En effet, supposons le théoréme vrai pour les ordres 
<(G, 1) et soit X = {wv| ung, de A. G|X, homomorphe 4G, étant 
X d’ordre p%—', Pi|X d’ordre 


|X dordre p%n, c’est-a-dire que chaque élément de 


spécial sera le produit direct de P’ 


1 


j det Nae iota abe 

G|X sera de la forme [(a;X)=a,...a,X (a; parcourant un 

systeme de restes P, mod X); a;X et a, X seront permutables, 

et tout élément de G sera de la forme a,...@maxs. Mais si a; X 

et a,X sont permutables, a,'P,a,;=P;. Or, si Pj(722) est 
j 

Pe est le produit direct de P; et de X (67), chacun d’eux étant ainsi 


un gia, de P’;=P;X, P;, permutable 4 x, est normal dans P’, et 
t Py! Hi A 5 ? 


unique de son ordre dans ee On a done a;°Piap—= PP, =P 
Chaque P; étant ainsi permutable aux éléments des autres, G es! 
le produit direct des P; (71). 


97. On remarqueraque si Ay_,541,G|Ay_, nest pascy clique ('), 
car de G= XA,_, 7? résulterait G|Ay_2 = B(Ay_,|Ap_2)(Ap_»@?), 
et comme A,» est permulable a ses puissances et, par hypothese, 
a chaque élément de Ay_,|Ay_2, G|Ay_e serait déja abélien. Pour 
(G, 1) =p, on en conclut que (A, 1) est A p*—', et de nouveau 
que, s1 “1,5, G esl ,abélien! Si G ta) Al 7). 0, esac ie 
abélien, a tous ses diviseurs abéliens, G=|z, y,...{, car|z, y,...| 
est <G et n’est pas abélien; ainsi le rang (15) d’un gps (p pre- 
mier) non abélien-est 2. 5i G={Ay_,,27, 7, ...} est d ordre p* pet 
si (A;, Aj.,) = p pours > —1, le groupe |Z; 9, ..2)==5 tome 
cide avec G. Car, en le supposant prouvé pour les groupes d’ordre 
<(G, 1), on. -aura GlA'==|jAz, Ay: ...10u Gee AB phoetant 
dordre p; or si B était premier a A, le central A’ de B étant 


> 1 (60), celui de G serait A’A > A; donc B=G. 


98. Tout élément de A;,,|A; étant normal dans G| Aj, on peut 
évidemment intercaler dans la suite spéciale entre A;,, et A; des 
groupes formant une série principale ou tous les facteurs sont pre- 
miers. 

On voit que toute série principale de G sera une série de 


(2h) YOUNG, A. \/., te RVo 28q9;"p. woos 
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composition (mais non réciproquement (92)). La série principale 
; 1 yp 5 Jac ac La pecait a 1 . nc A Og » 
ainsi formée n’est pas nécessairement unique : ainsi le g,« (p pre- 
mene enn per oF — Pech 1, baba, ci ac—a, 


c_'bc = baP admet la série principale 1, |a?|, |a?, b|, \aP, b, cl, 


}a, 6, c\. Mars dans toute série principale dun gps le diviseur 
dordre p est formé d’éléments normaux (60). 


99. St A et B sont deux groupes consécutifs d’ une série prin- 
cipale du groupe spécial G, chaque élément de A\B est normal 
dans G. Car soit (A, B) =py. A content hors de B un élément a 
dont Vordre est un multiple de p, et tel que A = Ba’. Il suffit 
de montrer que tout élément 2 d’un 8 pti arbitraire est permutable 


a Ba. Siti 1 le théoréme du n° 96 donne za =az. Sii=1 et 
si Ba-'axz = Ba’, d’ot Bata z= Ba, on a, en prenant pour § 
Vordre i de x, 2??=1mod p,, donc 2=1. Inversement, si 
tout groupe facteur d’ une seule série principale G,..., D,1d’un 
groupe Ga ses éléments normaux dans G, G est spécial. Sup- 
posons, en effet, le théoréme vrai pour les groupes d’ordre <(G, 1). 
G 
série principale de G|D, chaque groupe facteur aura ses éléments 
ndrmaux dans G|D. Or G\D a (92) une série principale S ot 
figure A,|D, A, étant le central de G. G aura donc une série 
principale 1, <... Ay, .°-,D,G, ..., G formée d'une série prink 
cipale de A, et des autres groupes répondant dans G a ceux de S. 
tee Da Oa 2 by, onsaura 


D sera spécial. Donec, d’aprés la proposition directe, dans toute 


te Bye = Dae—"BDy Dae = By. 


On peut done supposer que la série donnée pour G contient A,. 
Or, aux groupes de la série spéciale dont nous admettons l’exis- 
tence pour G|A, répondent évidemment dans G les groupes d'une 


série spéciale. 


100. Soient G, ..., A, B, ..., 1 une série principale et z, vy deux 
éléments d’un groupe quelconque G. Si A|B= | Ba} est cyclique 
(done simple), zy et ya transforment Ba en un méme complexe 
Ba*. Done x~'y~' xy est permutable 4 Ba, et de méme tout élé- 
ment du commutant C. Sc tous les groupes facteurs principaux 
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sont cycliques, tout élément de C est permutable a tous leurs 
éléments. Done C, qui fait parte d’une série principale, est spé- 
cial et, par suite, est produit direct de Epa les pi étant pre- 
miers distincts. Considérons, dans G, deux diviseurs normaux 
Q, RK qui soient produits directs, Q de certains S97 Q;, les g; étant 
premiers distincts, et R de certains Si Rj, les r; étant premiers 
distincts; Q; et R; sont évidemment normaux dans G, de meme 
Q;R; et QR sera un diviseur normal de G produit direct de g,-., 
es s, 6tant premiers distincts. // vy a donc dans G un groupe & 
normal produit direct de Lyi (les ¢; étant premiers distincts) 
jui content tous les autres groupes de cette sorte. Done e2C 
et G\& est abélien comme G\C, 


101. Soient, dans un groupe G dont tous les groupes facteurs 
principaux sont cycliques, A un g,« normal (p premier), 2 un élé- 
ment d’ordre € premier 4p, G,..., Ag=A, Ag4,.--, Ay, 1 une 
série principale, aj un élément de A; hors de A;_,. On aura 

; , = ee ays £ ; ’ 
(mod Aj_,) 2 apxv= av, x aja* = ati, donc v;=1 mod p, etlon 
ft oo \ a 

peut supposer v7==1 mod p*('). Soit x7! ajx Sajia; (mod Aj_y; 
JSti—1); vj est Av;mod p, sans quoi on déduirait de la 

5 ys —}yrA—l \ Ne os BS Ser 
2 ajz=azial (98), dou, pour }= &, vi'=o0 mod p. Soit 
done o;(¥;— vj) =1 modp. On aura 


x lapatia aye at Pits = ( aj ahi vi mod Aj_4, 


el, en prenant ajay pour aj, x~'ajx = ayimod Aj_,. En répé- 
tant Popération on trouvera finalement a; tel que a7! ajx = a}, 
4 \ hf 

joe a (2 

v7 =1 mod p*(?). 


102. Soit Gun groupe spécial de central A; st G|A a un eg nor- 
mal Aw, G aun commutateur normal d’ordre z. D’aprés la propriété 
fondamentale de G, on peut se borner au cas ot (G, t)=p”(p pre- 
mier). On aura, y parcourant G, z-—yx=~yc, ec restant dans A, et 


(CA) S1 ve= t+ kp*(p<—a), en prenant. v;—k§-'p* mod p#+! pour v,, on 
aura vi =1modp**'!, et, en répétant lopération, Visi mod p*. 

(*?) Cf. Wenvt, M. A., t. LV, p. 179; 1901. Pour les numéros suivants, Cf. Fire, 
Transactions of the Am. Math. Soc., t. Ill, 1902, p. 33t. 


(1) 
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wv *y xt = yeX= y, done e*=1. Done l’ordre maximum y de e divise z. 
Mais x-YyxY = ycY=1 montre que zY est dans A. Donec « divise y et 
Y= 4%. 


103. Sotent Gun groupe de central A, de spécialité s =», 3 ou 4, 0 le 
p. &.¢. d. de (s—1)! et de (G,1). SiGaun commutateur x yxy =c3 
@ordrey,G\|A aun élément d’ordre h 7:9, h divisant §. Démontrons-le, 
par exemple, pour s = 4. On peut supposer G d’ordre p%(p premier). Si 
YNC3y¥ = C3 Co, y 1s yy = Coc), ON a par réctrrence (34 ¢=o pour ¢ <0) 


u u aS ON iar: u 
Gap ey ea ecyett tore 0%, yy tov egcee ft, yay = cy C4 


: ; j 6 6y ; 
d’ou, pour u=7, 7 étant l’ordre de y modA, c} = c3" = c3% =1. Done y 
divise 07 et si y' estle p. g. c. d. de 4, y, y'Y' est d’ordre y' mod A. 


Si inversement G|A a un e, Ay,Ga un commutateur d’ordre k7,:9?, 
kK divisant 02. Car (en supposant toujours s= 4, (G,1)=p%) soit ¥ 
Vordre des a—ty—! ay = cs; vole] y = cl cl, x-cly = elec] .donnent 
ef = cY =1, et (1) donne alors ySYay%y = x. Or faisons parcourir a Aw un 


re FS: 


systéme de générateurs de G|A et soit g le maximum de y. Comme 
y ery le =a, Vou Aye = A, 7 divise 0g, et comme dailleurs c{4=1, 
g& divise aussi 4. 

Si Ay parcourt tous les générateurs deG|A sauf un, Ax, d’ordre &, 
: divise Ne, e étant le p.p.c. m. des n. Garsoity—'ay = x03, 2-1c3" = C3 bo, 


{, % 
a byx = by b,. Comme c}%= 1, on aura oon =1et la formule 


u—4t u—2 yt 
Gi OG REG b—- Xo tO, Bip ot 
. v @ 2 


donne alors 2-%ya294 = y. Done Arde = A et E divise Ae. 


104. SiG, métabélien, de central A, contient un diviseur abélien B> A 
et d indice n, tout élément de G\A est un ey). On peut supposer G 
dordre p*(p premier). Soient #2 un élément de G, #8 la premiére puissance 
de x dans B, we;(¢=1, ...,v) (50) les conjugués de v8 dans G. vf étant 


tC 2 ee ave 
normal dans } B, a |, y divise 3" ec; étant ici dans A, l’élément normal 


M1} vec; est égal a x8’ Il} ce; et 28Y est normal. Done l’ordre de Aw divise By 
et a fortiori n. 


') Une somme 2“ =¢,...24¢ of figure n fois le signe % est égale a 
fi} 0 5 5 5 


6 


u(u+t)...(u+n) 


Lids. Se 
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105. D’autres propriétés de groupes spéciaux trouveront mieux leur place 
au Chapitre IV. J’ajouterai seulement ici une remarque sur le produit de 
deux éléments z, y d’un groupe métabélien G de central A. Soit 
a—yxr = yc, c étant dans A. Si &, 7 sont les ordres respectifs de 2. y, on a 


0 iG —1) 
=ci=1, et l’on obtient par récurrence (zy) =a%y%e 2 (1), dod, 
p- (VU: — 1) 
uw étant le p. p.c. m. de &, n, (ay)\t@=ec 2 . Si — et y sont impairs ou 


wr 


ce 


= 
contiennent 2 a des puissances différentes, on en déduit (ay)¥=1. Si 


tous deux contiennent 2 4 la méme puissance (21), on peut seulement con- 
clure que (xy)2¥=1. 

Soient p”, p%, p®, pY(p premier) les ordres respectifs de G, a, y, 
Z= xy: une discussion obvie montrera que deux des nombres 2, 8, y ont 
une méme valeur § et que le troisiéme est S4si p>2, £0+1 sip=2 
(comme s-!= y—!z—1, on peut supposer a2 8, et il suffira de considérer les 
produits 7 = sy, y =a 12). 


106. Je désignerai dans ce qui suit (7) par o(X, Y, ...) Ven- 
semble des groupes permutables 4 tous les complexes X, Y,.. ., 
par y(U, V, ...) Vensemble formé de 1 et des groupes compo- 
sants des groupes U, V,..., et pour exprimer qu’un groupe H 
est maximum dans G, parmi les groupes de w ou y, ou coincide 
avec G, je dirai que H est maximum dans G, a, ou dans G, +. 

Si A est diviseur normal maximum du groupe C, B diviseur 
normal de C et non diviseur de A, on a C= AB, car AB est nor- 
mal dans C et > A. Si A était maximum, non seulement comme 
normal mais comme diviseur, B pourrait étre un diviseur quel- 
conque ne divisant pas A, car AB divise C et est > A. Sv A est 
dans w(B, L), L étant un complexe SB, le p. g.c.d. D de A, 
B est ausst dans o(B, L). Car, 6, 4 étant des éléments de D, L res- 
pectivement, on peut trouver a dans A, X’ dans L tels que Ad = ad’; 
cette égalité montre que w est dans B, done dans D. Sc L se re- 
duit aun élément }, il n'est pas nécessaire que } soit dans B; 
usuffit que A et B lui soient permutables pour que D le soit 


(') On voit que, si y est le p. p. c. m. des ordres des commutateurs dans 
G= Xz, les s¥ forment un groupe si (G, 1) est impair, et, de méme, les 37 si 
(G, 1) est pair. 

(*) Voir, pour la fin du Chapitre, KE. MatLLeT, S. W., t. XXIV, 1896; t. XXVIII, 
1900; C. R., t. CXXX, p. 1449; 1900; J. M., 5° série, t. VIII, p. 13; 1901. L’idée 
premiere a été donnée sous une autre forme par M. Jorpan, Zraite, p. 34-40 
(avec une rectification de l’auteur, G. B., 1872). 
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aussi; car alors on a }6 = ah = 8), 8 étant dans B; donc a= 8 
est dans D. Si enfin L est un groupe=D, D est évidemment 
dans 3(B, L), méme si A n'est pas dans & (\B, L). 


107. A,‘A,, B,,C étant des groupes et D le p. g.c.d.deA, 
B, st A, < ALCet C= A,B, donc C="'AB, on aura A= A,D. En 
elfet, B étant dans (A, A,), D y est également. Done A, D, est 
un groupe; soit A= A’ x A,D. Diailleurs, le -p. g. c. d. D, de 
A,, D est celui de A,, B, car tout élément commun a A,, B Vest 
a A,, D et inversement. Soit D= D, x= D’, B= D x B’; on aura 
ee Bree BAB = Aye D's< B’, A, D = A, >< DD 
es oa By Aja A >< A, >< D!. L'égalité [AB = A, B: ow 
Beene D>) B — A, > D5>< B’ montrevalors que A’=1. On 
pourrait dire d’un mot: a, a, b, ec, ¢, d, étant les ordres respec- 
ifs de A, A,, B, C, D, D,, Vhypothése donne C=ab:d=a,b:d,, 
dot a=a,d:d,. Donec A\=A,D. Mais la démonstration ne 


vaudrait plus pour les groupes infinis. 


Réciproguement, si C= AB et A= A,D, A, divisant A, et D 
étant le p. g.c.d. de A, B, on a évidemment C= A, DB= A,B. 


108. Sott alors A dans o(B, vb), ...) =, Wb; étant, ou un 
complexe =B, ou un élément quelconque permutable a B, ou 
un groupe contenant le p. g.c. d. D de A, B, et Ay maximum 
dans A, w. Pour Végalité C=AB=A,B il faut et il suffit 
que, stA,<A,lep.g.c.d.D, de A,, Dsott < D, car, D ne divi- 
sant pas Ay, onauraici A=A,D. Alors D, est en outre maximum 
dans D,«w(A,, B, v,, ...). Gar si un groupe X de w(A,y, B, v4, ...) 
vérifiaitt D>X> D,, on aurait A;D2A,X2A,D,=A,; or, si 
A,X = A,, X divise A,, done X = D,; si A, D= A,X ona (107) 
DED p= XK. 

On remarquera que sz A, est maximum dans A, yy (A, oby,-+2), 
Any lant un groupe quelconque 2A, tl est forcément maximum 
dans A, w, sans quoi il y aurait un groupe X dans A, o véri- 
fiant A> X > A,; or, si A= A, Q, ;= A, R, on a aussi A= XQ, 
Aog—= XR. Mais si A, est maximum dans A, a, il n’est pas forcé- 
ment dans y, comme on le voit en prenant B2 A, Aj= A, A étant 
cyclique d’ordre p™, p premier, m>t. 


Inversement, A, étant toujours maximum dans A, , pour 
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que G= AB soit > A,B, il faut et i suffit que A, soit <A et 
Dee D) 

Alors, stv;estou un complexe <B, ou un élément quelconque 
permutable a B, ou un groupe 2 D, A,B est en outre maximum 
dans AB, o(A, B, vb, ...). Soit en effet A,B < C’< AB, C’ étant 
dans w(A, B, b,,..:). Si A’ estsle p. ig. c,d de GAS on auee 
A,< A’<A et non A,= A’; car, d’aprés l’inégalité A, B< C’'< AB, 
pour obtenir C’, il faut multiplier B par des éléments de AB (ou, 
ce qui reyient au méme, de A) étrangers 4 A,. A étant dans 
o(C’, B, wb,,...), A’ y sera aussi (106) contre l’hypothése faite 


sur A,. 


LOO: SOLE TAT AY AS. cee he 


eA yey y ee nee ob Ree gtk ae Saree 
Av == Ay; BL=B,; Aj= Bj =G) deux systemes de suttanade 
groupes vérifiant les conditions suivantes ; A*.est= A”, pour 
* < << v+1 ec: ° v < Rv 5 , < Rv+1 
2 > oretSAy** pour y= n;) Bist 2 BY pour oc etaaay 
pour v<n; lep. g.c.d. Dy, de Ag, By est celui de Ay, Be pour 
zy >>0; Ag est maximum dans Az_,, 3(A}), 
(Bis Bs, ash Dr siaats Selmer Di eee Cita Lea siaehes)) ional pe 


E; étant un groupe 2 A% 


Ai Bi. ou hors de A, Bi) permutable aux A\, BY; B, est maxi- 


Bi ow un élément quelconque (dans 


mum dans By, ,, o(B}.), 
(ok Waa: pe ocicrte® POrionec na tals Vie cual Ons, ected peer Togs 


enfin AX, est dans w, et BY. dans wy. Les (Ags, Ax) repro- 
duisent a Vordre pres les KB ee B,). (Le cas n = o est le seul 
intéressant. ) 

“Si A, = B,, on peut faire jouer a A, = B, le rdle de C. Suppo- 
sons donc B, 4 A,. Alors A, B, étant > A, dans w,, ona C=A, B,. 
Si’ G=="AZB,} “ona |aussi Aghs a aae Py (5 Se ae). one 
Ag=A,D;,=A,De,, B,=ByD2,2=B, Dey, d’ot Dep De, Da, (108), 
(Az, Az) =(D:,; Dz,), (B,, By) = (Day; Dz) (67). Or, AY étant per- 
mutable 4 BY, Dz, est dans mw, (106) et de méme dans oy. De plus, 
d’aprés B, Dz, = ByDe,, Dry, p. g. ec. d. de Dey, Dey est maximum 
dans Dz, o(Dax), Bp, Si Dax, Vest dans Dz, oy (108). Or, Dry = Ax 
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Pétant dans Dggp= Az, wy pour —— a —1,0n voit,en faisant y=y—-1 

el, successivement, y = 1, 2, ..., que Dz, est maximum dans 

De1,y; @(Dzo, Dai, -.-; Dz,y_1), Be ef de méme dans Dip a4 
W Digs Dives ss Daas y ys Bie 

Soit alors C= A,B, > Ag,,B,. Agi, étant maximum dans Ag, 

me, on a Dy, = Da,,,, (108) et A,,,B,=B,, sans quoi By, ne 


serait pas maximum dans C,m,,0(B!). Done A, ,SB,, D, 


ANg44- 
De plus Dj, (1ScSa) est maximum dans D;_,,,, o(A;), wy. De 
méme si C= A,Bg>A,Be,,,. Bg, est SAi, Ba, Dig et 
D,j;(127<§8) est maximum dans D, ;_,, o(B;), o,. Enfin C= A,B, 
donne (C, B, )= (Az, Dz; ). Done les deux suites Dyy =C, Do, = By, 
ida ee ane, (as vs <es ns Gy Ay, Aoy-- 5 Ager Acaes fe: 
présentent les mémes indices, et de méme les deux suites 
er Gn Dig Ay Dy, Dist): 5 Dig= Bai, Bayo; Bax Q, 
Bj, Bs, «.-, Bg, ,, Bg. >, .... Or (C,B,)=(A,,Dy,) et (G,A,)=(B,,D Ril 
Done tout revient a4 montrer que les deux suites D,,, Do, 4: 
Das, Aye, ---3 Dis, Dia, ..-, Dig, Bayo, ... présentent les mémes 
indices. Or Dj, p. g. c. d. de Aj, D,,, est maximum dans D;_,,1, 
w(A;), ,, done @ fortiort dans w(A;), Dg, B(Dio, -.., Dig) 
[ A; étant dans o(B,, D,;), Di, est dans o(D,;)], et D,;, p. g. ce. d. 
de B;, Dy,, est maximum dans D, j_,, 0(B;), wy, o(Day, ..., Dare 
De plus Dy, p. g. c. d. de A¥, BY qui sont dans wy et wg est 
dans wy, et dans wy, et il en est de méme de D,;. En introduisant 
les deux nouvelles suites A,, D,,, Day, ..-, Das, Aaya (= Das), ---5 
Ay," Di; Die, ---, Dig; Boxi(se Dig), :... et en faisant ensuite 
jouer a D,, le rdle de C, on est donc ramené au théoréme énoncé 
ot n estremplacé par n+ + mais C par D,,< C. Or, ce théoréme 
étant évident, quel que soit n, si C=1, on peut l’admettre pour 
tous les groupes < C. : 

Le théoréeme subsiste si Von suppose Ay maximum dans Ay 4, 
w(A}), ap, ¥ (Aas, eas, -.-), Soni Efant un groupe 2 Ay_,, et B, 
maximum dans By_,, (By), Ba, ¥ (By 1, Voy, «+ +), Voy Elant 
un groupe 2B, _,. Car alors (108) As est aussi maximum dans 
Az 1, 3(A}), wp et By dans B,_,, o(B)), oy. 

Ces théorémes s pe Gaunt évidemment aux groupes finis con- 
tinus (57). Ils donnent celui de M. Jordan si lon prend pour E; 
tous les éléments de A* BY; 


0°? 


partout le symbole (X, Y) par X|Y. 


dans ce Cas on peut en outre remplacer 
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110. Soit H normal dans C. Etant donnée une suite C, A,, As, ... 
dont chaque groupe est maximum dans le précédent, on pourra 
toujours évidemment former une suite B,, By, ... telle que By_, 
soit maximum dans Bz, w(A,, Ao, ...)= wy et ot figure H. Mais 
on pourra le faire en particulier de telle maniére que les groupes 
< H de cette seconde suite soient chacun maximum dans le précé- 
dent. Supposons en effet H non contenu dans A, (on prendrait 
sans cela pour C le dernier des A; qui contient H) et soit H; le 
p-g.c.d. de H, A;. H;, contenu dans Aj, ..., Aj et normal dans Aj, 
est dans w,. On se rappelle que, si HA;_, > HA;, on a Hjy_,= H; 
et que si HA; ,=HA,;, H; est maximum dans H;_,, o(H), done 
(H étant normal dans C) maximum sans restriction dans H,_,; 
dans le second cas A;_,=A;H74, d’ow (Az_,,/Aj)—=(Heeg Bp): 
si donc HA;> HA;,, >... > HAp += HAW, His sera maar 
mum dans H; et (H;, Hi:x)= (Azx_1, Avi). En ne retenant que 
les H; distincts que je désignerai par Hy.(%;< 241), Hy, est maxi- 
mum dans H,,, et l'on peut prendre pour la seconde suite 
Bip Be, scp HH Ey at te rOuntl ty bi) A ee 

141. On remarquera que si un groupe C est composé sans 
étre décomposable, il faut que tout diviseur normal H de C soit 
contenu dans tout diviseur maximum A sans quoi HA serait > A 
et <C. De plus, si H est normal maximum, tout diviseur nor- 
mal H’ est SH sans quoi HH’ serait > H et < C qui est indécom- 
posable. Enfin C| H’ est indécomposable, car si C| H’= X | H’. Y| H’ 
etC=2H'z, X=2H'x, Y=ZH’y, on aurait &(H! 2) = X(H' x) S(H'y) 
d’ot. C= XY. Enfin (C, A) ne peut étre de la forme p¥ (p pre- 
mier), car si(C, 1)=pYc (¢ premier a p) et si B est un gp; de C, 
en sorte que le p. g. c. d. de A, B est d’ordre pY-#* (e20), on 
a6 Sarl: 

En toute hypothése, pour qu’un groupe quelconque G soit 
décomposable, il faut évidemment et il suffit qu’il admette deux 
diviseurs A,B dont lun A contienne un systeme de restes de G 


(modd B, 1). 


—2 20 


CHAPITRE Il. 


GROUPES ABELIENS ET HAMILTONIENS. 


I. — Groupes abéliens infinis. 


112. Un groupe abélien G qui contient des éléments d’ordre 
infini est évidemment le produit direct du groupe formé de ses 
éléments d’ordre fini et du groupe formé de ses éléments d’ordre 
infini, 

Supposons G dénombrable et sans éléments d’ordre fini. 

Le rang de G nest pas nécessairement fini; car si G est, par 
exemple, le groupe des nombres rationnels composés par la multi- 
plication ordinaire, aucun groupe dérivé d’un nombre fini d’élé- 
ments de G ne pourra contenir tous les nombres premiers. 

Il y a néanmoins un cas important ot lon peut affirmer que le 
rang de G est fini. C’est celui ot il existe un nombre + tel que : 
1° Entre p éléments quelconques a,, ..., a, de Gil y ait tou- 
jours, sto >r, une relation de la forme Ii a¥i= 1, les aj n’étant 
pas tous nuls, sans que cela ait toujours lieu pour or; 2° dans 
les relations WV*'a#=1 entre r+1 éléments quelconques 
Ay, +++, Ary, de G, les rapports de r quelconques des «; au der- 


nier restent toujours supérieurs a un nombre fixe > o. 

Soient en effet a,, ..., a, 7 éléments de G entre lesquels n’existe 
aucune relation de la forme Ia#=1 ot les a ne soient pas tous 
nuls. Tout élément x de G vérifiera une et une seule équation de 
la forme z'= IT, ai, © étant minimum, et toutes les autres équa- 
tions analogues que vérifie 2 se déduisent de celle-la en multi 
pliant tous les — par un méme facteur; car si xe =I ak et si 
AE + 2/6 = 6, d, 2’ étant entiers et 6 étant le p. g. c.d.de &, &, zé 
est de la forme I” ah#** i 
rapports §;:§ = X;. 

5. 7 


. On peut done représenter x par les ° 
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Considérons Vensemble E, des 2 pour lesquels, Xs; étant > o 
et <1, les X; ot est >s sont nuls et les X; ot 7 est < s sont 20 
et <1 (a, par exemple appartient a E,). E, est fini sans quoi on 
pourrait y trouver deux éléments dont les X; correspondants dif- 
féreraient aussi peu que l’on yeut (‘) et les X; du produit d’un de 
ces éléments par inverse de l'autre seraient d’une petitesse arbi- 
traire contre lhypothése. Il y a done un élément 6, de Es; pour 
lequel X, est minimum. Soient ,, %s2, Byz les valeurs correspon- 
dantes de &, &;, Xz. Si les X; d’un élément x de G sont respective- 
ment < By et 20, on voit successivement que E ew, sont nuls 
el que ®=1. 

Déterminons maintenant des entiers A,, Ay_y, .-. tels que 


X;— 22,4 Ae Bar= As Bru+ Yi, (Xp Ap Brae Vp lp Ore ha ae 


Si Y,= ni: n, les yn, nz étant entiers 20 et siz= yII b*, on 
aura y%88--- Br — (Ia? )é8.---8-, Done Y; joue relativement a-y le 
roéle de X; relativement 4 x, et comme Y;.est 20 et < By, vy se 
réduit 41. Done xz = 1b* et b,, ..., 6, est une base de G (il est 
clair que les 6; sont absolument indépendants puisque toute relation 
de la forme 16#'=1 entraine, en l’élevant a la puissance 8, ... 8,, 
une relation de la forme Ia}i=1) (*). 


143. Soit G un groupe abélien dénombrable de rang fini n, 
admettant la base a,, ..., a, et n’ayantaucun élément d’ordre fini. 
Les équations de G sont ajax= a,aj;, aja;'= a;'aj= 1 et Gest 
évidemment le produit direct des groupes } a,, a;,'|. 

Soient b;= IFi( 7 =1, ..., ¥) v éléments quelconques de G, 
a’ étant la matrice (*) des a;;. Peut-on leur adjoindre d’autres élé- 
ments by,4, .--, Dn’, tels que les bx, b,;'(k =1, ..., n’) forment une 
base de G. Soit 6; = Wa7*(k=1, ..., x’). I faudra d’abord que 


(1) Sion partage l’ensemble X des points (X,, ..., X,.) caractérisant les z de E, 
(aucun des X,,...,X,, d’aprés la construction de X, ne peut étre infini) en deux 
ensembles quelconques, l’un d’eux X’ sera infini, si X est infini. En répétant cette 
opération, on obtient des ensembles ou Il’écart &|X;—X’,| de deux points 
(Xy, ++) ¥,), (X4y, ---, X}) a un maximum d’une petitesse arbitraire. 

(*) Cf. Weizrstrass, Neuer Beweis eines Hauptsatzes der Theorie der perio- 
dischen Functionen von mehreren Verdnderlichen (Mo. A. B., 1876). 

(3) Voir la Note II. 
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b,, ..., by soient indépendants, c’est-a-dire (15) que les équa- 


tions WOj*==1 ou Xi_, en yx=o entrainent y,=...= yy =0, 
done que n’ soit Sn et qu'un déterminant d’ordre n’ de la matrice 
des aj, tel que Ya, ... % soit ~o. Il faudra de plus que 


Pon puisse exprimer les @ par les 6, c’est-a-dire que l’on puisse 
tironyerran entiers: 24,(h == 1; .<3,: 7/5. det, ~.,;ay tels que 
Da iC en (ez—= 0 pour Il, ey=1). Or si. n’<n,; les 
n’ premieres équations du systeme quirépond a /= n' +1 exigent 
que les 2;,y',, soient tous nuls ce qui contredit la (72! + 1)®™* équa- 
tion. Done n'= nr et le rang de « est rn. Mais alors les équations 
So.4242—= i montrent que le produit du déterminant || de « 
par celui des x; est égal 41. Done |%|=== 1 et ilest clair que cela 
suffit pour que lon puisse résoudre en nombres entiers chacun 
des n systémes répondant a/=1,..., n. Or|a| est une fonction 
linéaire des déterminants d’ordre y de a’. Done il faut que ces 
déterminants sotent premiers entre eux : cette condition suffit 
(ailleurs pour que l’on puisse former la matrice « (') de déter- 
minant +1 qui détermine la base 6,, ..., b» cherchée. 

Un systéme d’éléments 6,, ..., 6, pouvant faire partie d’une 
base est dit primitiéf. 


II. — Groupes abéliens finis (?). 


114. G étant un groupe abélien fini, G,, Gy, ... des diviseurs 
de G=IIG;, la forme Ha; ot 2; parcourt G; fournit chaque élé- 
ment de G le méme nombre de fois (35), ce nombre se réduisant 
a 1 si les Gj sont premiers entre eux deux a deux. En particulier 
soit 2), ..-, Zp, gi Ctant d’ordre y;, un systeme de générateurs de G. 
xz; parcourant les nombres o, ..., yi—1, chaque élément se pré- 


5 n : ‘ if 
sentera sous la forme Ig" le méme nombre de fois p et (G, 1) = 5 Iy;. 


115. Tout groupe abélien est un produit direct de groupes cy- 
cliques. Il suffit évidemment de le prouver pour un gp ( p premier) 


(*) Voir la Note If ot lon trouvera aussi (211) la forme générale des matrices 
qui répondent a la question, 
(7) Cf. Fropentus und STicKELBERGER, Cr., t. 86, p. 2175 1879. 
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abélien A. Définissons les diviseurs A; et les éléments a’, de A 
par la condition que la premiére puissance de a; contenue dans 
A;_,=|a\,...,@,_,| (Ao=1, Ay= A) soit d’exposant maximum a; 
(done #;,, divise a;). Il y a dans A;_, a, un élément a; d’ordre 
minimum et précisément égal a ¢;. En effet on peut prendre 
a,=a,. Soit re — a’ dot aa mms lh a on yoit que & est 
multiple de #). Supposons prouvé que a, ..., Lo existent et que, 
dans 2%-1 = We? a5, les &; sont multiples des-%,_,, quel que soit 
dans A, et soit ao* =I at'd'ou age a ere tee aj étant 
dans A,_», il faut que g, divise 4,_,, et d’aprés notre hypothese 
a, divise 41, --~; Np—2- On pourra done prendre a,= a, ls a; ee, 
On voit que A, est le produit direct de A, _, et de | a\. 

On peut encore énoncer le théoréme en disant que A admet 
une base (15) ay,..., ay, en sorte que tout élément de A se présente 
une fois et une fois seulement dans la forme II a}i(2;= 1, ..., a). 
Il sera commode d’adjoindre fictivement a toute base de groupe 


abélien un nombre indéterminé de générateurs égaux a 1. 


116. Sotent B de base b,,..., bg (b; étant d’ordre 0;28;.,) un divi- 
seur deA =)B,a\|, «= l’ordre de a, «;(24;4,) l’ordre deamod B;_y, 
en posant B;=)h, ..., 6;|, Bo=1, et supposons a d’ordre minimum 
dans Ra (tl l’est done a fortiori dans B;a); on pourra trouver une 
base de A ot figure a. Si %,2%;, a est d’ordre maximum dans A et l’on 
peut le prendre pour premier générateur basique. Soit done 8,4 > a2 8; 
et prenons pour premiers générateurs basiques 6;, ..., bj-1. Si 2:28, 
B;-,a@ contient, d’aprés ce qu’on a vu (115), un eg, et aussi a@; done a2 %; 
done a;= 2,, et l’on peut prendre la base bj, ..., b;-4, a, .... Soit done 
0;-1 > 4:2 8; (7 > ¢) et prenons pour premiers générateurs basiques b,, ..., 
6;-;. En répétant le méme raisonnement on obtient la proposition énoncée. 


117. Appelons en général automorphisme dun groupe 
G=x+ y+... tout isomorphisme de G avec lui-méme (Cf, 19); 
et, si, dans un automorphisme, les correspondants de x, y, .-. 
sont z’, y', ..., disons que cet automorphisme remplace x, y, ..., 
par zx’, y’, ... respectivement. Un diyiseur de G que tout auto- 
morphisme de G remplace par lui-méme est dit caractéristique. 
DL tp.1 = 8p 0+ 0 = Op ee Cosy! SOME Cx, de A est de la forme 


— TF pri ti? % PTY hi eee 2 - 
= aie eG OF, Aegis +++) Ay 6tant quelconques mais un au 


moins des autres A étant premier ap: pour que la premiére puis- 
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sance de o contenue dans A, , soit la Cele il faut et il suffit qu’un 
au moins des nombres oy Shhh Ags SOL’ premier a p. o, étant un e,, 
ou kas) est premier a p, on obtient évidemment un auto- 
morphisme de A en remplacant @, par 9,, a, par ap(si r= 9), et 
chaque autre a; par lui-méme ('). Soit alors b,, ..., by une base 
de A, 6; étant d’ordre §;28;,, et posons {b,,..., b.|=B, 
(By=1, By= A). Ily a un automorphisme de A ot a, est rem- 
placé par b,, car 6, = a, est ordre maximum d’un élément : suppo- 
sons qu'il y ait un automorphisme de A remplacant a, ..., @,—1 
par b,, ..-, bg, respectivement. Il remplacera a, par un élé- 
ment b, dont la premiére puissance contenue dans B,_, est a la 
fois maxima, égale a l’ordre de cet élément et a a. D’autre part, 
b, étant un élément dont la premiére puissance contenue dans By, 
est a la fois maxima et égale a son ordre {, on a By=a, et lon 
vient de voir qu'il y a un automorphisme 'remplacant b,, ..., bg_1, 4 
Paes ha. 2. bo_4, b, respectivement. [| y a done un automor- 
phisme de A remplacant @,,..., d, par by, ..., bp respectivement. 
Done les nombres a;= 3; et le nombre des générateurs A 1 
de la base sont des invariants relativement aux diverses bases 
de A. A étant complétement déterminé par a, ..., a on dit, 
si a;= p, que A est du type (\y, -.., Ay), Vordre des ) dans la 
parenthése étant indifférent. 


118. Plus généralement, soient G un groupe abélien d’ordre 
N = Il’ p%, les p; étant premiers distincts; A; son 8 pi admettant 
Ia hase Gijye---, Ay, (ViZVin4) OU Ai, -.-, Gy (VZ¥s) p%* l’ordre 
de aix (42%. 4445 t= 0 pour k >v,). Les éléments gx,—= I aiz 
(Asst, 2. .,.¥) d’ ordre yr Ut p#* forment une base de G ot v4.4 

'PLSE Yk- Ine base jouissant de cette propriété sera dite normale 
divise Une | td tt t dite normale. 

Soient h,, ..., Ae une base de G, y,x= IL ps Vordre de hj, 
gi= Np;*. A; sera évidemment le Iproduit direct des | AZ‘|. Done 
les pee reproduisent a Vordre prés les p%*. On yoit done que les 
plus hautes putssances de p; divisant les ordres basiques sont 
des invariants égaux aux invariants de Aj. Formons avec 


(') Plus généralement, si le déterminant des 4, (t, K=p,..., 7) est premier 
a p, il y a un automorphisme de A ot a, est remplacé par Cp US aes %o 


my, ,ahik (k= o,...,¢) les autres a étant conservés (Cf. 128). 
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les p%* un tableau dont la /'*™* ligne soit p#", ..., p#”. Tout systeme 
dordres basiques est un systeme de produits obtenus en prenant 
un élément dans chaque ligne du tableau sans jamais prendre 
deux fois le méme élément. Le maximum du nombre des généra- 
teurs (41) d’une base est donc ¥,, et le minimum y,. 


119. Le rang de G est v, car si by, ..., by est un systeme de 
générateurs donnant 9x,= II’ bbs et si 7<y,;, On peut trouver 
des zx non tous divisibles par p, tels que ©; 8j,.7,= 0 modp, et 
alors Il g7* serait une puissance p™, ce qui ne se peut. 

Le rang d’un diviseur G' de G est Sy,. G' étant le produit 
direct de ses p. g. c. d. respectifs A) avec les A; (58), il suffit de 
prouver le théoréme pour le cas ot G se réduit a Ay. Or le 
groupe des e,,, de A,, qui est d’ordre p(y, est le rang de A,), 


contient le groupe des e,,, de tout diviseur de G, 


(Ps) 


cry 


120. Dans toute base normale les ordres basiques sont y,, . 
Yv,, Pordre de la base étant v,. Les y; sont done des invariants 
relativement aux bases normales. On peut les nommer inva- 
riants normaux. Considérons une base quelconque d’ordre ¢, et 
soit d,_>4, le p. g. c. d. des produits ) & 4 des ordres basiques. 
Les plus hautes puissances de p; divisant respectivement d,, do, ..., 
sont p%, le produit des y;—1 plus petits p#*, celui des y;— 2 
plus petits p#*,.... Les plus hautes puissances de p; divisant res- 


: d, d - d 
pectivement 7,’ 7d,’ +++ sont donc p%*, p%#, .... Donec re eee, 
d; 


dis 


=yi,.-.. Cest une nouvelle définition des invariants normaux. 
1 


121. Soit b,, ..., by une base de G, by étant d’ordre 8,. Pour 
que les équations, ¢;= 15%" (¢=1, ..., n'; k=1, ..., m) soient 
résolubles par rapport aux b,, c’est-a-dire pour que | cy, ..-,€n|=G, 
il faut et il suffit qu’on puisse trouver nn! nombres xj, (1 =1, ..., 2) 
vérifiant Dyn @.2= ex, mod 8 (exz= 0 si kK AL; ey~=1). On trou- 
vera dans la Note IL les conditions générales de résolubilité d’un tel 
systéme. Je me bornerai ici 4 quelques remarques. Ecrivons le sys- 
téme de congruences sous la forme Dixie %ir + BxV 40 = Ene CL considé- 
rons le systeme partiel 5) répondant a une valeur A de /, les # et les v 
étant les inconnues. Supposons nuls tous les déterminants d’ordre 
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r+i(r<n) du tableau des coefficients, et soitA un déterminant 
non nul d’ordre 7. Il y aura au moins une valeur de / pour 
laquelle les seconds membres des équations dont 7 coefficients 
figurent dans A seront nuls. Mais alors un des déterminants 
caractéristiques de S; est égal & Aso et S, est incompatible. 
Doncr=netles n équations de chaque 5; sont indépendantes. 

Supposons n/2 n. Il suffit évidemment qu’un seul des détermi- 
nants @ordre n du tableau des y,; soit premier a(G, 1) pour que le 
systeme des congruences soit résoluble. Mais cela est-il nécessaire ? 
Soit 21, ..., gy, une base normale de G, gj étant d’ ordre y; (yj divi- 


sant yj_,;) et b= yg, ¢ C; = Ig, Yji= Va Bjnyni- Pour que 
} Cy, +++) €n| =G, il faut et suffit que les équations a ej’ 
mody; (l/=1, ..., ¥,) soient résolubles par rapport aux zx’. Or 
ces équations montrent que la somme des produits des détermi- 
nants d’ordre y, des y’ par des déterminants d’ordre y, des 2! 
est =1tmody,,. Done les déterminants d’ordre y, des y' (et de 
méme ceux hae y, daprés un théoréme connu sur les déterminants ) 
ne peuvent étre tous divisibles par un méme facteur premier de Yy,. 
St donc (G, 1) est une putssance d’un nombre premier p et 
eave POU gue \ Ci, -6., €i'| = G, Ul faut et suffil qu'un des 
déterminants d’ordre y, des y soit premier a p. 


122. Si Gest principal d’ordre p", pour que \ Cy, «.., €r | soit 
dordre p’, tl faut et suffit qwun des déterminants d’ordre r 
du tableau des yxp(@ =1, ..-, 7) soit Ao modp, car c’est la con- 
dition nécessaire et suffisante pour que l’équation Ilcje—1 exige 
3,=...= 3,=0 modp. 

Le nombre N\?) des gpr Wun gp» abélien principal est, 
en posant II*(pi'—1) =z, On: 0-Bn_-=N'\P)_,. Cela résulte 
Wun théoréme plus général (34) dont la démonstration se traduil 


(ailleurs immédiatement en langage abstrait pour 7=p (ef. 128). 


123. Le produit m de tous les éléments d’un groupe abélien G est 
égala.sauf si Gcontient un seul ey. Gar, siG content 2, il contient a~! 
qui est ~a, sauf quand #?=1. Doneo est le produit des eg, qui forment 
un groupe abélien principal B, Soit 6,, ...,, une base de B; on aura 
w= Hb"... bo? lep— 0,1). Donec w= (04... bp)" qui n’est AI que 


si p=1. 
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124. Le groupe abélien G= x de base normale gy,..., 2), giétant 


ordre Yi(Yv > 1) admet évidemment le diviseur | g¥#*%1, ..., ery, 


/ . . . y . . vad yf 
y; divisant y;, et, si y; divise en outre ne , les eisien forment une 


ih 
gs D sory Sv 


g; étant dordre x, divise G, Yi; Bie yi- Tout d’abord il est 
clair que, st le groupe | g°,..., @@| des x? a un TARE <a, 


ier Nin eo fh ia 


base normale. Jnversement si G'=S a! ae base normale eg 


e est divisible par y;. Or le groupe P des x est de rang <i et 
contientle groupe P’ des zt, en sorte que le rang de P’ est, a for- 
tort, <t (119). Done ¥; est divisible par Yr 

Il résulte de la que le p. g. c. d. D des deux diviseurs particu- 
liers de bases normales respectives g'', ..., 2473 25 «6. By iret 
s; divisant yi) est, en désignant par ¢; le p- p. c. m. des deux 
nombres s;, 87, | go. 


+, y’|; car ce dernier groupe divise évidem- 
ment D, et il a ordre d 


oly 
BY 
e D, puisque le '*™* invariant de D divise 


Vit de dot (D, 1)STI me 
u 

Soient A un gp« (p premier) abélien de type: (ap, ean) 

(4:2 441); Bi, ---, Be les valeurs distinctes des a;(8;> 8:,,); rile 

nombre des « peau a Bi5 74+. oh ra AN A’ un diviseur de A 


de ype (io oe aces tu) (gz 2 mrp: ...5 Bs les valeurs distinctes 
des a’ (8;28;,,); 7; le nombre rte a’ égaux a8’; o de, mail oi CP Le 


nombre N des cee de A’, lorsque 8), ..., 8 sont donnés, est le 
nombre des maniéres de choisir les 7} (21). Or, ren 
valeurs (7,0). Done N est une fonc- 
tion N(6,, ..., 96°) des pz ot ¢So’. En pee successivement 


al yy N (is, 9 PB> 885 Qa’) 


étant fixé, 
‘ neut prendre o9;— 7 
r; peut prendre 9; me 


pt 04, «+», 1, on obtient INC oye seh Pe 


uis, en répélant cette décomposition 
P I ) 
N = yet Ss ats < 
(P1, ++» Por) = Bop, Zp,-i, --- oO 4'— ig 40" 


Le nombre N’(9,, ..., go) des types de diviseurs de A dont les 
invariants sont égaux al’un des nombres p% s’obtient de méme 
en admettant pour 7; la valeur o: N’ se déduit de N en remplacant, 
dans l’expression de N, les indices supérieurs ¢2—1, ..-, p6—1 
respectivement par Qo, ..., Pg 


Pour qu'une valeur de o’ soit admissible, il faut et suffit que A 
ait un diviseur de type (8), ..., Bo) et par suite un diviseur A, de 
type (o’, o’—1,..., 1). Représentons a; ails Fi <R, 4a; ¢== a) 
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par le point (7, 6,,). Les points figuratifs analogues relatifs a .% 
sont tous sur la droite (D) # + 9» =o +1, et pour que .& soit SA, 
il faut et suffit que les (1, Pes) solent tous, relativement a D, du 
cété opposé a Vorigine. Or, la paralléle 4 D passant Nes (2, B,,) 
est x+y =1t-+ 8, et coupe Oy au point (o, i+ % 0:)* Il faut 
done et il suffit que o’ soit au plus égal au plus petit ne: nombres 
ji 216 Pe 


125. S7A est un diviseur du groupe abélien G, Ga un divi- 
seur - =G\|A. Il suffit de le prouver pour le cas od G est 
dordre p*(p premier), car si G = BC, (B, 1) étant premier a (C, 1) 
et si B’, C’ sont les pas crc. respectiis de“A‘aveesB== 2 Bly, 
Ga2C'z, on a- (58) A— B/C, G= zB yitC’s = sAysz, donc 
Cie BB CC Ore soit a;, 2.., @n une, base du gz« G, 
ai Clanton ordrecn pean ph pNgeen ie.) Oy 1,4 B= | Gipsy ++ Anil, 
Ai? i414, %y > %_4;—= Ay. Supposons le théoréme vrai pour les 
groupes d’ordre < p% et soit d’abord A=ja{ ordre p. Si A 
divise Ap, G| A= B,.A,|A, et si A= A,|A divise Aj, le divi- 
seur B,A de G est =G|A. Siaa la forme b%'?, 6 = Wh afiti™, 
les x2; ot £>o9 weétant pas tous multiples de p, on peut 
prendre & pour a,,; alors A divise By, et lon peut raisonner de 
méme. 

Soit maintenant A d’ordre 2 p? et admettons le théoréme pour 
les diviseurs d’ordre <(A,1). A’ étant un diviseur d’indice p 
dans A, G aura un diviseur = G| A’ et G | A! un diviseur =G | A. 


A, pourra étre choisi en général de différentes maniéres. Si, par 


f- nee 
exemple, A a une base de la forme ars, ean are, 8; divisant o;= Bry:, 
on. aura G=AZa™.,.a% (2j=0,...,8;—1), et l'on pourra 

rendre -ls == av',...,a%"| en faisant correspondre [avi de A 
Pp 1? »4n | : 


a Allati de G| A. 


126. Deux diviseurs particulicrement importants d’un groupe 
l i S | 


abélien G—= Yaz sont le groupe E$—E 3 d’ordre «$= <3 formé 


des eg) de G et le groupe P¥ = Pg d’ordre xi 7 formé des 2°. 
Soit G= ¥;Egz;. Ll est clair que tout élément de Pg est de la 
forme x. On ne peut avoir z= x car 2;x7,' serait dans Eg 
et Esx;—=Eszx,x. Donc, les x? étant tous distincts, Ps—= 2% 
et (G, 1) =egrg. Soit G d’ordre p%, de base a, ..., a, a étant 


*G 
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d’ordre p%i, a2 %i41, % > 0. Si 6= ps etap= > a,,,, une base 


a—A %,—h AO4+Gg gt thea oc: 
dedis:sera.at™) ; 51,05 ° -, Gpysy «+5 Gy euee—= Pp fen "S98", DI 


6 =p, &p=p’ et cette équation détermine le rang y de G, 

Soient G d’ordre II p#= N (les p; étant premiers distincts) un 
groupe abélien de base normale g,, ..., 2,,, gx étant dordre yx; 
G; le gpx de G de base aj, ..., Gy, @ix Etant d’ordre p?*, 


i 


: : REE) ee ed WD oe PRE : 
hike Oi keiy Viz Vign; 0 = Il0;, 07— ph, Qin. = Ai > Zi,oar- On aura 
G; % eee 
i 


Eg= TEs, 5 = 1138p ‘see “Sd; pour = y,, e3= 8". 
Ainsi le rang y, est le maximum que puisse atteindre lexposant 
de 6 dans les ordres ¢g qui sont des puissances de 6 (s¢ donc re) 
pour toute valeur de 6, G est cyclique) et y,, est le plus grand 
nombre 4 divisant N pour lequel ¢g=6%, ce qui montre de nouveau 
Vinvariance de y,,. Si 6 divise y, et est divisible par y4,, ona 
— Oo ve4 ++ %y, et cette relation n’a lieu que si 6 divise Yq et 
est divisible par y,,,. On peut done définir y, comme étant le plus 
grand diviseur 6 de N vérifiant cette équation, ce qui montre de 
nouveau linvariance de yz. De méme, puisque e,73= N, la rela- 
lion T= 1... o2 97 a lieu toujours et seulement si 6 divise Yo et 
est divisible par y,,,, em sorte que y5,, est le plus petit diviseur 6 
de y, qui la vérifie. y, est le plus petit nombre 6 vérifiant 73=1. 
Revenons a un g,«(p premier) abélien G de base a, ..., dy, Gi 
étant dordre p%2Zp%+ et soit 6= p, ApZ A > Opys. On aura, 
en posant a4, +-..+ ays Sp, epi== preth, e|epiise pi Heth, 
EphtEphi==pP; 9= (A) est le nombre des invariants divisibles 
par p® et 4(A) —b(X-+1) est le nombre des invariants égaux 
a p*. On voit que 4(A) —b(A +1) est toujours 20, c’est-a-dire 
que ¢p%2 epi est divisible par ¢,i+1 teps et par suite aussi, puisque 
cg PX 3%, Tpitph par primp. Comme on a évidem- 
ment eprer = pOTUPOAFIFTIVOQI-GOFMIA+S, Je quotient est 
prt€ pitt = PYA-YO+1), 
Le nombre des eg est ¢pi— epi = epi(1 — p~¥) (!). 


127. Un eg x d’un gy (N = Ip‘, les p; étant premiers distinets) 
abélien G est dit primitif, si lx premiére de ses puissances qui 
soit dans Pg est 22 =1. SiVon ac = Ild;= 5;A; (6; premier a Aj), 


(') Cf. Herrrer, Cr., t. 119, p. 262; 1898. 
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Oj ph, w= Maj, x; étant d’ordre bj, x; est un e;, primiltf de G 
ou, ce qui revient au méme, du gpr G; de G (Pz, étant le produit 
direct du gy,-*: de G et de P¥, si une puissance de 2; autre 
que x= 1 est dans P;, elle sera dans Pry: car si 2% était dans P% 
6;A 


pour 4;<6;, x Aim abi serait dans Ps, produit direct des Ps. 


Inversement, si les x; sont des es, primitifs, x = Wa; sera un e5 
primitif. Car si x® est dans Ps, #94i= x sera dans P§; donc 4 
sera divisible par 6; et par suite par I16;= 6. 

Considérons done un gp*(p premier ) Bae A de base ay, ..., a, 
a; étant oor p™, et. soit-=7 = I az un e3(6 =p). Si 


t) > A> Hort E; est divisible par pti-* pour t= et, par suite, 


xP — (TI? adi? )P* est dans P,x. Done il n'y a pas d’eg primitif, 
sto nest pas un des invariants. 

Si6 = == pr = p% est un invariant et si Oy > Cy) =... he = 7 wa] 

Riba De | lyst a ai 5 yy. | sar aa pas Pinvariant 6 ne contient 


aucun eg primitif. D/’ailleurs |a@;{ étant premier a A, pour 
t=u-+t,...,¥, la premiére puissance des eg de $ | Aypty isp ity =a. Dy 
qui soit dans Ay est la oiéme + c’est donc la premiére aussi qui soit 
dana sala, oe |. Donec tout eg de By est primitif. 
Inversement tout eg primitif x est le produit d’un €.5) de Ay 
par un es de By (et par suite p—yp eg primitifs absolument 
indépendants (15) modA, peuvent étre pris, aprés ay, pour 


éléments d’une base normale de A), car x, étant un eg, est de la 
ia 


forme TY a5 abot, . a5, un au moins des nombres §, ..., §, 
étant premier ap, et, si fy4,, ..., §) étaient tous divisibles par p, 
xP — [1% akP™” serait dans Ps contre Vhypothese de la primi- 
tivité de x. 

Le nombre ng des eg primitifs s’obtiendra done en retranchant 
du nombre Porte — pO pts, (5, == Gis t..-+ ay) des eg de A 
le produit du nombre p*— p®—)" des eg de Ay par le nombre 
pe-vie-w+s, des e,pi, de By ce qui donne 


o 
One 


* — és £5— 
Ng = prPtse(1— p¥-P) = eg(1 — p¥At+V-$O)) — nA 


o 


é 


(pour A= a, % = 4 > O44, Mg= p*— p's rts, : ¢’est le nombre 


des eps, de A). 


128. Considérons les s—y eg primitifs Hake? Ny ajor= be 
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(Pel, + hay SSP FC Sal lee oe a es 
Eoupts ++ +s Sop Me sont pas tous =o modp). Soit 7 un indice par- 


+ 


courant p+1,...,9. Pour que les 6, soient absolument indé- 
pendants mod A,, c’est-a-dire pour que l’équation II, 637 =1 mod Ay, 
ou le systéme 2565425 0 mod p%s entraine 7;= 0 mod p’, il faut 
et il suffit que les déterminants d’ordre s — p. du tableau = des bas 
ne soient pas tous =o modp: il le faut, car sans cela le systéme 
admettrait des solutions de la forme p*—' x4, les v5 n’étant pas tous 
=o mod p; cela suffit, car si A est un déterminant de = 4 0 mod p, 
les s— yp. équations du systéme dont le déterminant est A donnent 
Avz=omodp*. On peut supposer (en changeant au besoin 
la notation) cuts ppt SO modp et prendre by,, pour dy44, en 
conservant les autres générateurs. Supposons qu’on ait pris (en 
changeant au besoin d’abord la notation) Dusit, «++, Os_, pour 
Ay445 +++, As_4 en conservant les autres générateurs. Alors les Eos 
ol ¢ <8 seront nuls sauf ceux ol ¢ = 7 quiseront égaux a1 et un 
déterminant d’ordre s— yp. de Z ne peut étre #o modp que s'il 
content les s —p.—1 premiéres colonnes. Or, pour que l’on puisse 
prendre 6, pour s*™° générateur, il faut qu’un au moins des déter- 
minants d’ordre s — » de E soit #o mod p. Done, un des E5j ou 
J2s doit étre Ao modp. On peut supposer —;40 modp et 
prendre 6, pour as en conseryant les autres générateurs. Ainsi 
une fois choisis by,4, ..., bs_1, on peut prendre b, de pXS-¥—") nys 
maniéres, 775 étant le nombre des eg primitifs de } Ay, as, -.-, dy |. 

Soient alors p®, ..., p8. les invariants distincts de A(8;> is1)3 
r; le nombre des invariants égaux a p%i, Ry=ry+...+ 7%, 


Oi 5 ES we Pe > _ f ma stite © 
Si= =F, Bare; ni= ni, le nombre des e,8: primitifs : 


n= prt Si— pBiRi+ Siri, 
Cherchons le nombre Mj; des systemes de ¢ ep% by, ..., &¢ primitifs, 
indépendants entre eux et des générateurs basiques d’ordre > ph. 


e i 5 é i is is is 1s “eee poor e 
D’aprés ce qui précéde, une fois choisis 5 b:_,, on peut 
prendre 6, de 


pBilt—) ( pBaRi— t+) +8;— pBiRi—t+1)—rive —1+ 8) 


= pPiRit+Si— pBRi+S:—ri+t-1 = nit 


maniéres, et Mj= nj... Nit. 
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On remarquera que M,,, d’aprés la maniére dont il a été obtenu, 
est le produit par p'®"—+Si¢ du nombre M(¢, 7; p%:) des tableaux 
rectangulaires de ¢ lignes et de 7; colonnes dont chaque élément 
est 20 et Spi et dont les déterminants d’ordre ¢'ne sont pas 
tous = omodp. Done 


M(t, 773 p8i) = Mje, (pBiri— pBiri—riti-1)., 


Le nombre des manieéres de choisirles générateurs indépendants de 
A est I1;M,,..= My. SiA est un g,« principal, z prend la seule valeur 1, 
6, ae Ry=r,= Ze i==.0> ne p*— p*, N= T%—' (p*— p*) 
(14). Si A est un g,« cyclique, ¢ prend encore la seule valeur 1, 
ee pty = = 151 — 0, My ny = p*— pp?! 51 A est du 
= — 7% en \ 
type (2 —1, 1), My= p*(p —1)?. 
Soit A’=j{a@),...,a@,,| un diviseur de A, et désignons par «;, 
2;, 7; Rj, Sj, o/, Mj, les nombres jouant relativement a A’ le réle 


de a Brett bis 5, og M,,., relativement a A. Soit pri= 8; 
fae 28; >%.41- On aura o¢£9;4,, R}Sp; (124). Cherchons le Ee 
des dscisehts de A isomorphes a A’. A’ divise E},=B,. Done 
a, ---,|@,, forment un systéme d’eg, primitifs de B, et peuvent 
étre choisis de M(r\, 91; pe BE Beeehh maniéres. Une fois 
a 
dune base normale de By. @y.41, +++) &n, eeu étre 7, eg, abso- 


cry a, ‘h choisis, prenons- -les pour les ri, premiers g eénérateurs 


lument indépendants Le | @), -++)@, | Ou, ce qui revient au méme, 

rpbi—BS 1pei- 3s | . yk x; Aaa, ’ ct 
mod} a’? Ata ain ( (car Ul 14,4; ' ne peut etre quun €%, 
de ja), ..-, a, |) dans eh = B,. Le nombre des déterminations 

, ee Bi — es Bi— ps us 
DOM teers, Gyr, Une 1018 «ah =, ce. ae ‘~*~ choisis 
pour les 7, premiers générateurs basiques de B,, est donc, 


d’aprés ce qui précéde, M(r,, 92— 1,3 pB:) pli +8e)"3 = No. 


x ; ’ , eee 1 pPi— 8s Le 
Une fois a .1, .--; Gy, choisis, prenons a, shasriiges Ops : 
1 peh— 2h 1 ph — 23 r a: F 
Fi ns pour les R) premiers générateurs basiques 
| he 3 =- = 


B. ? there, 
de E.?;—B,. Le nombre des déterminations de ap.,, ..., Gp 
3 R,+4 ’ Ry? 


cest-a-dire le nombre des maniéres de choisir 7, eg, absolument 
indépendants mod\a'\, ..., ay} ou, ce qui che au méme 
Pp 4? ? R, | ’ b) 


— 85 pine 1 pba- 3s 1 pBs- Bs 


\ Bt J B, 6 
mod jap 9 +0+9 A, 9 aptet ~ 9 20 +y Ope dans Ex Ba est 
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! 


s / , J Bip. = fh . . 
de méme M(1rj, 93—1r)3 pe) p(Pskt+S,)"§— N,. En continuant 
insi ae ee Naa teaG Lie f 6. Re ytsSes) is fe eed 
ainsi eLen posant N;=M (7; 6i— 7745 phi) pPiRat8e)™% (7 = o), 
on aura N, ... Ng diviseurs de A isomorphes a A’. Chacun étant 


ra pl Lies dyn N, ... Ng mole! saps 
évidemment répété My. fois, il y en a con” ee =A th i distincts. 
‘ Ava A’ ir’ 


III. — Groupes hamiltoniens ('). 


129. Si a est premier a 6, un gap hamiltonien (58) est le pro- 
duit direct d’un gg et d’un gy hamiltoniens (67). Considérons done 
un gpm (p premier) hamiltonien G de central -. Soit 46 un ep, 
de G| 4, c un élément non permutable a b. | b, ¢| =G sera ha- 
miltonien non abélien. Soient p? et pY les ordres respectifs de b, ¢ 
etc tbe = 6, b-'cbh =c%. La premiére équation donne, puisque 
bP est normal, b8?= bP dot §=1+ hp! (o<h<p), puis 
b-'cb = ch4PF d’ot c'-1= b4PF*, Donc c'—4 est d’ordre p ét 
na=it+kpy'(o<k< p). Les deux commutateurs de 6, ¢ étant 
inverses l'un de l’autre, 647°" est égal a c~4P™". Done 8 est >1, 
sans quoi 6 serait dans | c{, et de méme y >1. Pour que cr” b* soit 
permutable a 6 eta c, il faut et suffit que y et 2 soient = 0 mod p. 
Done le central A de G est | 6?, c? |, G| A est un g>: principal et 
deux éléments quelconques indépendants mod A engendrent G. 


mit — 1) 
2 


F J urthpe x 
Comme dailleurs (c”b*)“= c“rb spent 


des puissances p'*™* des éléments de G. Je supposerai 6 et c choisis 


, A est le groupe 


hors de A de maniére que § soit maximum et y minimum. Si G 
est d’ordre p8t+y~@ (yy > 6) ses équations sont b?*=1, cPi->= bP 
(/ premier ap) c~'bc = 6%. Or, pour p > 2, cb~ est d’ordre py~*. 
Done, d’apreés le choix de y, 6 = o. Dés lors | 6{ est premier a | c |, 
G est leur produit direct (53) et est abélien contre ’hypothése. 
Donec p= 2. 


130. Tout g, est abélien. Un gs hamiltonien non abélien contenant 
forcément un e, (9) a et un élément 6 non permutable a a ayant 


(1) DevekinpD, M. A., t. XLVIII, p. 458; 1897. — Mitier, B&B. S. M. A., t. IV, 
p- 510; 1898. 
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son carré dans }@{ aura pour équations (67) at=1, a?= b?, 
b-'ab=a*, etsera le groupe des quaternions Q. 

Supposons établi que, pour chaque ordre 2" ot u<m,ilyaun 
seul groupe hamiltomien H de la forme DQ =D+ Da+ Db+ Dad, 
D abélien principal d’ordre 2? étant le central de H et con- 
tenant @?. 

Soit H d’ordre 2”~', et considérons un gy» hamiltonien 3¢ de 
central ®. On aura H—H-+ Hz, les éléments de Hz étant 
Wordre £8. Or le carré y? de tout élément y de 3% étant normal 
(pour z quelconque dans 3, on ay! sy = 2?, p étant impair, dou 
y *2y?= 2°'—2) est a fortiori dans le central D de H. Or, 
D étant abélien principal, (v?)?=1. Done 3 n’a pas d’eg. D’ail- 
leurs, il y a certainement des e, hors de H. En effet, soit z un e,. Il 
ne pourra étre permutable a a et ab, car on aurait b-‘axrb= a’ x, 
b'axzb=(axrf=aiz’ et atx atx’ exige §= 3, x?=1. Soit 
donc? 'a6=a,2° 164 = 63 (siz 'at=a', a be=b3,,2 serait 
permutable a ab et on ferait jouer a ab le rdle de a); ax sera 
permutable a @ et a 6 et, par suite, d’ordre 2. Soit done x un ey 
hors de H. On aura H +He=(D+D2)(1+a+b+ab) et 
le groupe D+ Da contenant tous les éléments normaux de 5 
coincide avec ®. Donec XK = OQ. 

Si @! est le gym-s de ® obtenu en supprimant le générateur a?, 
onak =’ <Q. 


131. Un e, ayant toujours lune des formes da, db, dab 
(d étant dans @®), il est clair que tous les e, ont pour carré a?, que 
deux e, sont permutables toujours et seulement s‘ils apparuennent 
au méme complexe ®a, Ob ou Wab et que deux e, non permu- 
tables engendrent un groupe = Q. Le groupe | da, d'b | (d, d' étant 
dans ®) coincidant avec celui qu’on en déduit en remplacant d 
par da? etd’ par d'b? ou d par da? et d’ par d’b*, on voit que si 
d et d’ parcourent ® on obtient j 2?("~?) = 9?”"~6 groupes distincts 
= Q. Comme | da, d'b| contient dd’ab, on a ainsi tous les di- 
viseurs = Q de 3. On les obtient sans répétition en faisant par- 
courir a d, d’, non plus (®, mais @. 


CHAPITRE IY. 


GROUPES D’ORDRE p”™. 


I. — Quelques théorémes généraux. 


132. Les propositions les plus importantes sur les groupes 
Vordre p” (p premier) ont été rattachées (Chap. II) a des théo- 
remes sur les groupes d’ordre fini queleonque. Avant d’en signa- 
ler quelques autres, les remarques suivantes seront utiles. 

Soient a, 6 deux éléments @un gp» et b-'ab =a’, dou, par 
récurrence, b-Ya*by = a*?’, La premiere puissance de 6 permu- 
table a @ sera forcément de Ja forme 6?*. Si a est dordre p*, 
a sera le plus petit entier tel que 6?“=1modp”, donc B=1 
modp etzSn—1. On voit quwun ep nest jamais conjugué 
d'une de ses putssances autre que la premtére. Soit 8 =1 + hp? 
(A premier ap), dot (25) BP’ =1— h,pets* (hy premier a p; 
hy=h3 =o sauf sil’on ata la fois p'= 2; p17 S217 augqmel 


cas 4 est la plus haute puissance de 2 divisant h+-1). Pour que & 
appartienne a lexposant p* mod p”, il faut p+ a+ = xn. Donc 
si p estimpair, ona 9 =n—a, 8 =1-+ hp”; si p= 2, ona, ou 
bien 7 =0, doncp =n —a, ou bien p= 1, donc 7» = n2—a—1, 
ce qui donne, en réunissant les deux cas, 8 =+1-+ hor, 

Soit A normal dans le gyn G=ZAw et Ax non normal 
dans G. Az est permutable a tout élément a de A (car z~'a~“' x. a 
est dans A) en sorte que, st Az ne contient aucun conjugué de x 
autre que x, x est permutable a tout élément de A. Il en résulte 
que, si zn’a que p conjugués dans G, il est permutable a tout élé- 
ment de A, car, y étant un élément de G non permutable a Az, 
yt (u=1, ..., Pp —1) ne sera pas permutable a Az, et les y-¥x y? 
seront tous distincts et hors de Az. 
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1, Aj, Aa, ..., A, =G étant une série spéciale du gp» G et 
A;|A;_, ayant le type (aj, 6;, ...) (115), je dirai que le symbole 
Gy Ory es =) (Gs, Og, « =.) -..( a, O,;.-.) est. la figure de G. 


133. Siun gp» non abélien Ga un gp»: abélien -4, 4 contient Ay, 
sans quoi G = AA, serait abélien. De méme .&|A, contient Ay|A,. 
Donc -& contient A, et de méme Ay, ..., Ay_4. 


134. Sc le commutant dun gpGest d ordre p®, la spécialité s 
de G est $8+1. Cela est clair si a=1. Supposons-le vrai 
quand « a une valeur moindre que celle considérée. Soient A le 
central de G, s’ la spécialité de G\A, p* Pordre de son commu- 
tant et s'S8’+1. Comme s=s'+ 1, il suffit de montrer que % 
est > 9’. Or a tout commutateur Av! y~' xy de G/A répond un 


commutateur z 'y~'.ry de G. Done § est 28’. Comme d’ailleurs 


i | 
le second central de G a un commutant >1 et © A, on a 


(a fol 4 \ 
PoP ()- 


135. Si a>48(8+1), un gp«G a toufours un diviseur 
d’ordre f(%)=2—46(8 — 1) dont le centralcontientun gps (*). 
Cela est évident si 6 = o. Supposons-le vrai pour 8 = 0, ..., 2 —1, 
et soit A un gpfv-» de G dont le central contienne un gp B. 
Si Bz est un ep, normal de A\B, x aura au plus p’~! conjugués 
dans A et sera normal dans un groupe d’ordre pf —et! = phir) 
qui contient le gp«}B,.2{ dans son central. 

Si f(r —1)=n, donc «= $n(n—1) +1, A|B sera cyclique et 
A abélien (97); si dailleurs 2 >4n(n—1), G contient toujours 
un diviseur d’ordre pi"("~0+!, Done, n étant le plus grand 
nombre tel que in(n—1) <4, G contient un gp» abélien. Mais 
il ne contient pas toujours un gp: abélien. Ainsi un gps content 
toujours un g,s abélien sans étre nécessairement abélien, et lon 
verra (157) qu’un gps peut ne pas contenir de gp: abélien. En par- 
ticulier, si x est de la forme +m(m—1), G ne contient pas tou- 


jours un gp» abélien, sans quoi un gps serait toujours abélien, 


(1) Fite, Trans. of the Am. Math. Soc., t. Ul, 1902, p. 350. 
(*) Cf. Mit_erR, M. M., 1897. 


Ss 8 
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ce qui n’est pas (152). Mais, pour prendre un exemple moins 
simple, considérons le gps (7; 22)G de figure (1) (11) (111) défini 
par les équations 


OR bP CPN el 
DAGb = 6 aed a Ad — Ce eee 
c= bc = 6. d'bd=b, e— be = ba, tO fen adVcd =¢a- 
Cec el— its YA Se elde=dat Vi afd) Syste ea 


(on vérifie directement que /“e’dYc* bas ne peut étre normal que 
Nu 2S VY =F = to, et Von voit ques Gl a. ap eee 
(11) (111)). St A est un diviseur abélien d’ordre maximum de G, 
A contient a, ,et A|ja{ divise V’unique (156) gps abélien 
\a, 6, c, d, e\\{a| de G\ja|. Donec A divise ja, 6, c, d, e| de 
figure (1) (1111) qui ne contient pas de g,: abélien (143). 
Sta>t(n—1)(n+3), un gp« métabélien G a toujours un 
gp» abélien. En effet, soit D d’ordre pe le central, C d’ordre py 
le commutant. Un élément x2 de G hors de D, ayant au plus pY 
conjugués (ils sont tous de la forme cx, ¢ étant un commuta- 
teur (50))) sera normal dans un groupe G, d’ordre 2 p* ”, dont le 
central D,2\D, a} sera d’ordre 2p*+'!. Un élément de G, hors 
de D, sera normal dans un groupe G, d’ordre 2 p* ?” (le commu- 
tant de G, est <C) qui aura un central d’ordre 2 p*t?; etc., .... En 
continuant on arrive 4 un groupe G,_g_, @ordre 2 p*-y¥("@—e4), 


dont le central D,_3_, est d’ordre 2p”~', et qui contient, z dési- 


gnant un de ses éléments, le groupe abélien | D,_3_,, <{ d’ordre 
2p, pourvu que a — vy (n — 6 —1) soit 2n. Comme yestSé6<n, 
cette condition sera remplie si « est >n—1+6(n—6—1), 


c’est-a-dire si 


ha > 4(n —1) + (n—1)? —(n —1— 28)? 
ou 
wl : (nm —1—26)2 
4a2>(n—1) i eas ae) 
done, a fortiori, si a >+(n—1)(n+3)(*). Nous obtiendrons un 
résultat plus précis dans le cas ot le commutant du groupe méta- 
bélien G est cyclique (143). 


(1) Firz, Trans. of the Am. Math. Soc., t. Il, 1902, p. 336. 
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136. Sc les gpa Ay, ..-, An Mun gpxG sont premiers entre 
eux, G est abélien principal. En effet, comme G = A;Ax, Aj, 
A; ont pour p. g. c. d. un gpe Ag. En supposant le théoréme yrai 
pour les gprotlu <4, on peut admettre que A; estabélien principal, 
puisque les ee de A; et, a fortiort, tous les gps: de Aj sont pre- 
miers entre eux (le p. g. c. d. des-Aj, de A; divise A,, ..., An). 
Done G= A; Ax est abélien principal. La réciproque est vraie, 
car on peut l’admettre pour Aj, et le p. g.c. d. des Aj, divisant les 
Aix, se réduit a1. 

Il résulte de la a5: siG =z est un yp« quelconque, G son 
commutant, D le p. g.c.d. de ses gpx— A,, As, ..., et P=|ZaxP 
on aD=CP. Car ?P divise évidemment tous les gpe, et i 
méme C, puisque G|A; est abélien. Done CP divise D. D’ailleurs, 
G|CP étant évidemment principal, on a D|CP = 1 ('). 


137. Un gpx G=Xex ayant un seul gpsT est cyclique, sauf si 


Von ad la fois p=2,s=1, 423, auquel cas Gest cyclique ou 
dicyclique (20). Tout d’abord U est cyclique; car, pour tout ep7 a 


de G hors deT, on doit avoir ¢ > (sans quoi @ serait dans un 


gp>+T), d’otu T=jar"~|. Le théoréme a déja été établi pour 
a—=2 et le sera pour p= 2, «=3 au n° 152. Supposons-le vrai, 


en omettant le cas d’exception, quand on remplace @ par un nombre 
plus petit, et soit’a23 sip > 9, «24 sip = 2. Les gp Aj, ..-, 
A, de G seront done cycliques, et G est défini par a?*" =1, bP=a’, 
Pe Oe amet Ap .>,.€ == $l P -2.6==-1 Sl p—=2 (132) 
la condition de permutabilité (19) donnant Br =r mod p*'. 
Tout revient a montrer que 7 est premier ap, car alors G=} 6{. 
Or si r=pr mod p?, la condition de permutabilité montre que 
pour 7’ 4o mod Ps ¢=1, et il résulte alors de la relation 
(b%a%)u = ben gto 8" que ba” est dordre = p*~*, bien que hors 
du p. g. c. d. D des a) Mais D contenant tous les x? est d’ordre 
2 p** et tout gpz-» oll w= 2 divise un A;, done D. 

Il reste a établir qu'un go«(%24) non cyclique G qui contient 
un seul g» est dicyclique, en admettant le théoreme pour les va- 
leurs de « inférieures 4 la valeur considérée. Si tous les goa de G 


(') Cf. Baanera, A. A. L. R., 1898; A. D. M., Ser. Il, t. Il, 1899, p. 264. 
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étaient cycliques, leur p. g. c. d. serait un gye-: unique dans G, et G 

: : ? ’ 2 ) 7 ee LY ae 
serait cyclique. L’un d’eux sera done dicyclique, et G sera défini 
pana 1, = a, bab = ae = ae oe ee 
c-' be = bat, Vunique e, étant a?**, La condition d’automor- 
phisme (19) exige seulement que %=1 mode. La condition de 
fermeture donne 6 =o mod 2, et 27 =p(x+1) mod 24-2. La 


condition de permutabilité donne Y(«=— 1) =o mod 22-2. 6 étant 


pair, c? est dans | a{ et l’on peut faire 6 = 0, d’ot x2 =1. Comme 


(cat)? =art2*t, (cba’)? = av #*?, il faut,) pour ques sole 

i ya oe mae ee — J] 44-2 

seul e., que y soit impair (donc x=1) et que p= y mod a%-?. 
9a—2 2 24-3 


Alors: on!'a 97° =='19-6%\== 02", 20 60 == Ca ae ioe esit ye 
clique ('). 


138. Un gy n’ayant, quel que soit m, jamais plus de m en) 


est cyclique. Il suffit (78) de le prouver pour N = p%. Or si un 
gp%, quia toujours des e;ps), en a exactement p%, il ne peut avoir 
qu’un gps(t<s<a@) et est par suite cyclique (pour p = 4 on le 
vérifie directement). 


139. Soient G= Za un g,« non abélien dont tous les diviseurs soient 
abéliens (7), GC son commutant, Ay, ..., An ses gpr—1, P= Zax’. n sera >1, 
sans quoi G serait abélien (137). Done chaque élément du p. g. ce. d. CP 
des A; (136) est normal dans A; Ay = G. D’ailleurs chaque A; contient le 
central A (133). Donec A = CP et G est métabélien. De plus, si a, 6 sont 
deux éléments non permutables de G, on a évidemment G=)a, b|, et 
tout élément est de la forme a* bY az'by .... Si done b—1ab = ac, ¢ étant 
normal et d’ordre p (a@» est normal), tout commutateur est une puissance 


de c et C=)c{ est d’ordre p. Donec tout élément de G est de la forme 
az by c2, et A = CP = } aP, bP, c| est de rang $3. D’ailleurs, G étant méta- 


bélien, @ et 6 sont permutables modA, et G| A est un g,» principal, Les 
conditions obtenues sont suffisantes, tout g,-1 étant évidemment abélien. 


II. — Quelques types de g,”. 


140. Les gpm non abéliens contenant un £pm-: abélien du type 
(m— 2,1) (*). Un tel groupe G est défini par des équations de la forme 


(1) Cf. BurnsiDE, Theory, p. 73. 
(7) Cf. BurNsIDE, Theory, p. 89. 
(*) 


3) Cf. MILLER, Transact. of the Am. Math. Soc., 1901. 
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a = al =1, 1a, =a2a4, bP = atiay:, b-'a,b=arsay, barb =a4*a2s, 
Je poserai | a,,a,{=A, p™-%=q, pr-*=r. Devant étudier séparé- 
ment les g,s je supposerai m26 (plus précisément m25 si p>» ou 
41¥2=0modp, m26 si p= 2 avec 3;72=1modp). G devant étre un gpm, 
la condition d’automorphisme exige (19) que ;, 3, et Z. soient 4 0 mod 
I 8 peas oe 2 ie 
(je sous-entendrai désormais le module p). La condition de permutabilité 
donne 


M1 (Yi— 1) + 95, %2= 0 modp”-2, V+ X2(32—1)=—0, 
et la condition de fermeture, en observant les relations 


b-“a,bu= ear ee) 189 (us b-“a,b%= af? 1) 3 


’ 


G(u= Pt yp tse’,  g(u) = B4(¢—a) yap, 
qui s’obtiennent par récurrence, 


YE W172 (p)=1 modp”-, 7319(p)=o0modp”-?, 
¥29(p)=09, SEAN 


On peut done faire zz=1. y1;=1, g(u)=u, o'(u)=ku(u—n), et les 
conditions pour que G soit un gpm deviennent 


(Pre natthg (0Sh<p)y hme ammo, myo asst, 
(1) \ yi Sti+h® (h=0 out) si 3720 | 41(¥1—1) +951 72=0 moda"-2, 


ft (y1sti+Or (6=1) si 31y2=1 | U1 V2=0 o{= 1. 


En partant de 


eh eonP! , "(Cyt +h qzysu(u-1 B's % a uy. ' 
(2) b«' at a’ bata? = bu'+ua% (Xt 92172 (UN) +B gsyut at uya+ B+, | 


on obtient par récurrence 


“ 2 i . Pres ye-t we? we. as yet 
(buata’)e= buy gx (rt 4) 4 yulv 4 ytait)+g (Las, 73 (e(u—1) D) t+? Dea, Dh s)+B2z,ud; t) 


yo 
au t+pe 
Be as Yet ) ‘ 


v(y —1)(e—2) 


d’ou, en observant que Sf-7 24s = =a 


etrque, pour p)— 2, 


i — Oro lbs 


(bu ata®)? na atritanreqBzyu+egasiys U8 qury+e a ya 


(3) S—Gal p32; 0 815; t= 1 Si p= 3; 
=1sip=3; n=psip>2;7=1+y}sip =2. 
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On remarquera qu'il y a des epm—: toujours et seulement st x; A 0 et 
qualors, en prenant @j'a@}? pour a, @)''*! pour ay (si 3;=0 le groupe 
est abélien), on peut faire ay=1, 72= 0. 3,=1, donc, d’aprés (1), yi = 1, 
¥2=0. On a ainsi l’unique type bP? =a, b-'a,b=aQ, b'a,b=alag 
(jomettrai toujours les équations de A) ou, en posant a;=a-!, 


bp™-' = aP=, aba= bi+p"™—* (Pia atv) (cf. t&1). 


Supposons désormais x; = 0. Cherchons dans G tous les diviseurs =A. 
Si y¥1=—1modr, done p= 2 et 2; =omodr, il n’y a pas d’ep,m—2 hors 
de A, et A, p. p. c. m. des e,m—2, est unique dans G. Soit y;=1+ Zr. En 
prenant au besoin ba’ pour 6,  étant convenablement choisi, on peut 
eg faire que z2,;=0. On yoit alors qu'un e,m-» sera de la forme 
a\, = bat a® (% premier a P) et un e, de la forme ai = b“ af Cae a’ =0 
modq, u'x,=0. fee que a’, soit hors de } a |, c’est-a-dire ne soit pas 
une puissance de a7, il faut que Von n’ait pas ala fois uv’ =o, ~’=o0. Enfin 
la condition a) a, = oe a', donne 


(4) @qasuH2z(lur+tqayou(u—i1))+bq4,u' modp”, u'y,=0. 


Soit 2;40. Si u'=o, donc 2’ 0, on peut supposer wu’ =o, il faudra 


u=oet} a}, a,(|=A; si u' 40, 1A 0, (4) est impossible et A est encore 
unique dans G. Si u'#o0 (donc 27,=0), /=hp, (4) donne (ah + 83;) uw'= 6'uz,, 
Vi—==10,net lazy ae nee par exemple est =A. Pour 2z,;=0, (4) donne 


lu'=o mod p?, Aone u' =o (sans quoi G serait abélien), et cela suffit. Ainsi 
A est unique dans G sauf si z;=0 avec a =i+lr, ou st 4454 0 avec 
M=1+ hq, r2=f2= oO. On voit d’aprés (3) que, pour y7,;=1+ lr, 2,=0, 
il y a des e, hors de A toujours et ete si 22=0 et que, par suite, 
Ga plus d’e, si v2 =0. 

Pour que e= buara’ soit normal, c’est-a-dire permutable a 6, a, as, 
il faut et suffit que y¥+439s,you(u—1)=1 modp”-?, 4(y,;—1) + 8qs,=0 
modp”—*, uy,= U5,== 4y2=0. Si e est d’ordre p”—2, donc «#0, ces 
conditions équivalent a y;=1+hq, u=2h+ 02,;=y2=0 (G meétant 
pas abélien, onne peut avoir h = z,;=0). 

Le changement de générateurs le plus général conservant A (si A est 
unique, les types que ce changement ne peut faire coincider seront donc 
distincts) et la forme des eauations de G consiste 4 remplacer ay, a2, 6 
respectivement par a =a%a}, a, =al* as, b'= b"a%' a®’, avec les con- 
ditions 46’u 40 (si hee, 0, a, est dans } a; |), 


btear as ba, =a yay, b'-1a, b'= alfa, 
et celles déduites de (1) en accentuant les v, y, 3. De la 


(5) wayt+ a"n+eqh"s;u+e'q2" enh at + gu'x', modp™-2, 


(6) Ude+ ea" UV, = Px), 
(7) 2lyt +29 %y2u(u —1)|+ Bara =ay, + gay, modp™*, 
(8) aUy,= By, 


(9) C's,u=23}. 
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(7), (8), (9) montrent que yj =y; modg et 3}, 94 s’annulent toujours et 
seulement avec 3;, V2 respectivement. 

Soit p>2; yi=i1+hq, y',=1+ h'g. \élimination de 6 
(9) donne w?4;y2= 3975. Si 317240, on pourra faire y',=1 et 2 =1 
ou N (non reste arbitraire) selon que 3, V2 est carré ou non, h'=0, 
wv’, =o. dot les deux types distincts’(A est ici unique) 


' 


entre (8) et 


b of 
(TO) OMe T, ba,b6 =a, 42, b-'a,b = aya, eS TeOunN 


Si 244 0, y2=0, on peut faire 3, =1, donc v, =0, y, = 0, d’out le type 


(11) bP:= 1, b-1a,b6= ay, ba,6 =al ay. 


Si 4;=0, 7240, on peut faire vy, =1, 2, = 0-0u 1 selon que 72=0 ou 
# vo, dot les deux types distincts entre eux (Ga plus d’e, si v2=0). 


x 
(12) C= as, BAN GO ai cs, bab = as, tO eal: 


Si 4;=y2.=0, on peut faire 3, = 7, = 0, 2, =0 ou ¢ selon que 22=0 


ou 4o, h’'=1 (sans quoi G serait abélien), d’ot les deux types distincts 


Il 


entre eux pour la méme raison 
, 
Clan 8 Ok a=. baa a aya. ba,b = ao, iron, Vie. 


Dans les types (11), (12), (13), A mest pas unique; ils sont done distincts 
de (10). De plus (11) est le seul a avoir un e,m—2 normal. Pour distin- 
guer (12) de (13) on observera que, dans (13), } a | est normal sans que a 
le soit, tandis que dans (12) tout gp,m-2 normal divise le central, car 
un @,m-3 beara’ =e (440), y étant toujours normal mod} ay {, ne peut 
étre transformé en e¢= b“* at’ mod) az| que siv =1. 

Soit p=2 et @abord y»>=+1+hq, done 4 y2=0. Si yy =1+ Aq,,on 
a de méme les types (11), (12),(13). Dans tous les types que l’on va trouver 
A est unique: ils sont done distincts de (11), (12), (13), et aussi entre eux 
par le fait méme que la transformation employée ne peut les ramener l'un 
a l'autre. 

Sott y= —1+hq, yy, =—1t+h'q. Onaura, daprés (1), 73=75,%2+5q, 
a’, =r, x,+ t'q, ou d’aprés (9), (6), (1), @ = 741%2+ bq. 

Si 3;=1, y2=0, on peut faire h’= 0, =o et l’on a les deux types 


¥ 
Gee 0 ene sO — 2s G— 0, Fe 
Si 450, y2=!1, on peut faire h'= 0, 7, =1, 2, = 0, d’ou le type 
(15) b62= a2, b1a,b= a; ds, b-!a,b = ay. 


Si 33=y2=0, on aa WHh, vr, =o, et, sauf si h=2_2=0, on peut 
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prendre ~’= 0. Pour h=a,.=0, ona t'=&. De la les types 


(16)\aR Oa * bA0,0 Sag ht Deas 0 = 02 C0 


(17) b= al, CaO aa bagb = ay. 


Soit yy = r++ Or, donc 3, y2=1.S8i yy =1+ 67,7, =14+60'7r(6'=+)), 
done 2; = 27.—="0, On pourra faire. 7,;— 7. —10, 0! == 1d OuNle type 


(18) 62=1, ON AO ain as b-!a,b6 =al ay. 
Si 71.=—14+ 6r, y'; =—1+6'r, on aura, d’aprés (1), 7; = rx%2.+ &q, 
x, = ra’, + §'qg, et l’on pourra faire 0’=1, 7, =o, ’=0, d’ou le type 


(19) b2=1, Da! a) OO geicas, b-a,b =a‘ ay. 

141. Les gym (m24 si p=2) non abéliens contenant un e,m-1. Un tel 
groupe G est défini par ap” '=1, brv=a%, bab =ah, 8=e+ hp, 
é=1 sl p > 2 e—=a21 si p= 2 (132): h = omod!p si ¢—7. La condition 
de permutabilité est «(8 — 1) = 0 mod p”-! (d’ot a =o mod p). On trouve 
par récurrence (bY a®)" = buyaqz (Burry + Buy +--+ BY +1), dou 


(bY ax yp = QX*Y+PX gj p> 2 (by ax)? = qzy+x(BY+1) 5} p=». 


Si ¢=1, on peut, en prenant bYa® pour 6, ramener a a 0, h a1, dot 
le seul type 


(1) Oe nO Plea hs o-'ab6S'a Re jes ex m2 4, 


de figure (m — 2) (11) (Cf. 146) (*). 


Soit donc ¢=—t1. D’aprés la condition de permutabilité on a a =o 
ou 27-2, ba® étant ici d’ordre 2 ou 4, on voit, en supposant m= 4, que} a| 
est unique dans G, ce qui n’avait pas lieu pour ¢ =1; les types ol e= —1 


sont donc distincts pour m24. Le changement de générateurs le plus 
général conservant la forme des équations de G consiste 4 remplacer @ 
par a’'=a®, b par b'= ba® avec les conditions § Aomoda, b?= a'%, 


b'—a'b'= a8", B’ = —1+ h'am-2, a’ =o mod 2-2, d’ot 


a+ h'aom—2 = by’ mod a1, BE == BE mod a”-1, 


(1) | bya™} contenant toujours un et un seul @,m-: de la forme bYa, G contient 
les p-+1 g,m-1 | bya; (y =0, ..., p—t), {aP,b}. Tout diviseur A de G divise un 
de ces g,m—1; car soit bva’r® (£ premier a p) un élément de A ot p soit minimum; 
sip =-0, A est < {bra}; si p40, A est <{ar, b}. Un diviseur de {bya} y étant 
unique de son ordre, done normal, dans G et jar, 6} étant abélien, on voit que 
les diviseurs de G sont tous permutables. 
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ou 
a+ haror2%= q' mod 2"—-1,h=h' mod 2. 


Si h=o on a a@'=«a; si h=1 on peut faire a= 0. De 1a les trois: types 
distinets 


a ere (pps Ey b-1ab = a=; 

: ee ; Mz 
ble eA ae =a bab aa ee fe On 1. 

Le central étant }@?"*; =A dans les trois types et G|A étant du 


type (3) ot h=o, Ga la figure (1)(1)...(1)(11); il admet une série de 
composition formée de groupes caractéristiques (117). Inversement un 
go» G de figure (1) (1)... (1) (11) @ un esa. On le verra (153) pour p = 4. 
Supposons-le vrai pour pom. Pour p=m-+i, G sera défini par les 
équations §%=1, a18a=b-106= 6 jointes aux équations (2) ou (3) 
dont on multiplie les seconds membres par les puissances de §. Or, si 
a2‘ = 09, le central de G est } a2”-*, 6{ contrairement a la figure. 

On verra (150, 159) que. pour p > 2, un g,+ G de figure (1) (1)... (1) (11) 
ne contient pas nécessairement un e,y—1. Mais il peut du moins étre en- 
gendré par deux générateurs (!). Car si on suppose la proposition vraie 
pour 2m, on aura, pour = m-+1, Aétantle central de G,G=A)}bd,c}: 
or, si} b, e{ était < G, G serait le produit direct de }6,¢{ par A, et son 
central serait d’ordre > p. 

Ona yu(140) que, pour m= 5, (1) est le seul type contenant un gpym—abélien 
de type(m—a2, 1). Sim = 4, (1) contient toujours } 6, a? |; aucun des autres 
groupes ne contient de gg abélien de type (2,1). Si m= 3, (3) pourh =o 
coincide avec (1). Les gym-1 de G, dans les deux cas (2) et (3), sont ) ai, 
\a*, b', \a?, ba'. 


142. Les gpm non abéeliens contenant un gym cyclique A=)\a' 
(m25 si p>>23 m26 si p= 2). On connait tous ceux ot A diyise 
un gpm—1 abélien. [I reste a chercher ceux G ot aucun élément n’est per- 
mutable a a. 

Sott d’abord A normal. G| A sera cyclique ou non. Si G| A n’est pas 
cyclique, G est défini (je poserai p”-=g, p™-*=r) par ap™*=1, 
pee elem = a) Qt ome Clee Onde (ei =) eSle p> k; 
£4 =+1 si p=>2). Soit hk Aomod p. Si p= 2, on peut évidemment 
supposer h=k=1, et de méme encore si p> 2, en prenant au besoin 
b*, cY pour b,c respectivement. Alors si 7 = ¢, 6c—! est permutable a a, et 


le cas a été traité. Si 7 =— =, (bc)-'abe = a-—, et l’on peut supposer 
que h, par exemple, =o (donc e=—1) avec k=1 (si h=k=0, 
e=7=>—I). 


Soit p>2. On peut supposer G|A cyclique. G sera défini par 


(') BurnsipE, Theory, p. 89. 
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av" = 1, bp* = aS, b-!ab = a'+r (132) avec 8 = 0 mod p? et ne contiendra 
pas d’e,m—1. Comme (ba®)? = b2ar?'2), en posant o(s) = TZ-1(1+ 7), et 
que ¢(p?) #omod p*, on peut, en prenant au besoin ba* pour 6, supposer 
6 = 0, d’ot le type 
ree) al Va bas =e pP>2; m25. 

Soit p= 2. Si G| A est cyclique, on ne peut avoir b-!'ab = a*!, car 6? 
serait permutable a @. On obtient, comme pour p> 2, (9(4) 40 mod8 
si m26) 


Anes A5 a fix Weds) mia hen, SSS 25 ih m6. 


Ces deux types sont distincts: car, si¢=1. G a le commutateur @ 


et G|}a”{ est abélien, en sorte que le commutant C est }a@”{; si : 
Gale commutant a’? et G|\a’—-?| est abélien, en sorte que C =} a@?{. 
On remarquera que, sie =—1, G! C est du type (2, 1). 

Si G|A n’est pas cyclique, G a des équations de la forme a?”~=1, 
62= a8, c?= ar, b-'ab =a, ec. ac = a'+4, cbe = ba®. La formation 
impose la condition de permutabilité 8 =o mod q. L’adjonction 


dé | a, 6} 
de ce donne, parmi les conditions de fermeture, y= 0(I+7) modq et, 
parmi celles de permutabilité, y = 0 mod 2. Les autres conditions du n° 419 
sont vérifiées d’elles-mémes. Comme (ca*)?= aY+*(7+2), on peut, en pre- 
nant ca” pour c et en choisissant convenablement a, faire y= 0; done 
6=omodg. Comme c-'bate = bae+"+9, on peut, en prenant bar 
pour 6 et en choisissant conyenablement 2, faire 6 = 0. On a ainsi les deux 
types 
Gh 1 b= Gare. C=. b-\ae= az} 


? 


cac = ala, Ca0C 105 6 Stic 


Ils sont distincts, car les relations (ba®)?= a4, (cba®)? = a7”) montrent 
quil y a plus de, pour €=1 que pour €=o0. On voit, comme précé- 
demment, que le commutant C est | @?{. Mais ici G|C est principal; le type 
est donc nouveau. 

Soit maintenant A non normal, G ne contenant aucun gpm-2 cyclique 
normal. Soit H > A un gpm-1 de G, A ne pouyant ici étre caractéristique 
dans H, H a pour équations (141) aP"—“*= bP =1, b-'ab=a!+97(p22), 
Les équations de G s’obtiennent en adjoignant a celles de H c? = b%a*, 
cae= bp ad’, c-! be = bY ay’, 8 étant H o (je sous-entendrai le module p). 
Les conditions d’automorphisme sont 8’ 0, y’ =o modg, y= 1. En pre- 
nant ca® pour c, on peut faire y'= 0. (b%a%)” doit alors se réduire a 1, 
sans quoi } 6, c | serait abélien de type (m —2, 1), ou bien ¢ serait d’ordre 
p': cela exige que «’ soit de la forme }p?=kpe(k Ao). La relation 
ce“ act = b8U qs" +7983" (U—w (YU = E418") qui s’obtient par récurrence 
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donne alors pour unique condition de fermeture 
: B'—— 15 : : 
B'p t+2q pi) =1+g2 modpq (SOAS pe 2.66 — 1 (Sl Die 2) s 


Les conditions de permutabilité se réduisant a 
B'=1-+h' pe (s2m—2—o9, h'#o), 


; 
8’ aura la forme 1+ Ar avec h=za. 
Si h =o, on peut, en prenant au besoin chy pour ec, faire B'=1,4=0. 
On peut alors, en prenant c? pour z, faire 8=1, puis, en prenant encore 
i & fa ll is 
pour c, ca—P si p > 2, ca®® avec (< — ') § =) modr si p= 2, faire A =o. 


~ 
D’ot le type ce? =1, c !ac = ba, cbc = b (on verra tout a lheure qu'il 
n’a pas de g,m-s meeligife normal). 
St h #0, on peut encore, en prenant ebyY pour e, faire h =x < uis, 
? by 
par les mémes changements que tout a Pheure (sauf que le cas p=2 ne 
fait plus exception), faire 8 =1, A =o. En observant que 


C2 aX C3 = Ox2 qetraurst+} qaa\x—1) | 


on obtient par récurrence 


(cz bY ax) = cus huy+es dh 'tquatraus So ‘t+$qa hy ‘tstes—v+qary So a 

Il est dés lors facile de voir que le changement de générateurs le plus 
général conseryant la forme des équations de G, x étant changé en %, 
consiste 4 remplacer a, 6, c respectivement par a’ = chbaaé, b'= c2bya*, 
c = ec? bY a® avec les conditions 


Eo, May wg), St STE ae as = HY, 
pp? = ques mod pq, yale 
samt %=as'+ p"p, Ey’ + ha'b(E—1) p+ %bp" + ez, —, 


vu, vw’, uw” étant des entiers. On voit qu’on ne peut annuler 2, mais qu’on 
peut faire 4, =1 en prenant s’=2-!, §=42. D’ot le seul type c? =), 
clac= ba'+r, cbc = b. 

Il reste 4 examiner si les deux types obtenus ne contiennent pas de gpm—s 
eyclique normal. Les expressions trouvées pour c~4a* ec, (c?bYa®)” ot 
Pon fait z=o0,1 montrent que }c*bY a*} nest d’ordre p”—? que si #40, et 
n’est permutable ac que pour a =1 et p=r donc m= 5 (alors p est > 2 
d’aprés nos hypothéses): on vérifie aisément que ces conditions suffisent 
pour lexistence d’un g,m—» cyclique normal. Il n’y a donc, pour m=5 


et p > 2, que le premier type ('). 


(') Comparer Mittrr, Transact. of the Am. Math. Soc., t. U1, 1902, p. 383. 
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143 (1). Soit A d’ordre p* (p premier) le central d’un gpm mé- 
tabélien G=jA, b,, ..., by{ ayant un commutant cyclique | c | 
d’ordre pY. Soient Ab?'= A (i=1,...,¥3¥>1(97)), Ab;! bby = Ab, 
les équations de G\A, en sorte que les Ab; forment une base de 
G|A (15) et que 28; = m. Soit enfin 6;' b;b;= bjcvik (Yix—=— Yxi)- 
L’ordre dun élément quelconque Ae de G\A est SpY, car, ¢ étant 
ordre pY, e?* est normal. Done 6; y. En adjoignant a A succes- 
sivement b,, ..., by, les conditions d’automorphisme sont p?i y,4=0 
mod py. c, étant quelconque dans G hors de A, on pourra toujours 
trouver un élément d non permutable a c,; prenons d tel que 
aC th== C; tpi 6 étant maximum (> 0) et ¢ premier a p, 
puis une puissance d, de d telle que d;'c,d, = ¢, cP*!_ Comme 


ae et ae sont dans A, un élément quelconque uw de G donnera 
u-'cyu=c,cP", u'd,u=d,csP*™ et, c,d,’ u = étant per- 
mutable a c,, /;, on voit que tout élément de G est de la forme 
e714 95, , étant permutable a c,, d,. Si G>JA, cy, dy |, soit cy 
une détermination arbitraire de ¢, hors de A; prenons d tel que 
d-'cyd = cyctPi*, 6, étant maximum (> 0) et / premier ap, puis 
une puissance d, de d telle que d,'c,d, =c,cP" % On verra 
comme tout a ’heure que tout élément de G est de la: forme 
ciidcidivs, vs étant permutable 4 c,, ad, C2, d, et, si G 
est >} A,c¢,, d,,¢.,d.\, on trouvera deux déterminations C3, ds de es 


telles que d;'c3d3 = c,cP*™ (85 étant maximum > 0). Etc. Ac; et 
Ad; sont évidemment d’ordre p%: dans G|A (comme aussi ¢;' d;' ed; 
dans G; «1 faut done quun au moins des Ac; soit dordre pv) 
et les Ac, Ad forment une base de G| A; car de A fMe?'d¥'= All cri ay 
on déduit que Her "idy™ est dans A et que, par suite, si 
viz y) mod ps, ct: est permutable a d;; or cri “ n’est per- 
mutable a d; que si x; — x; =o mod pi. Done les 8; reproduisent 
les 6; a Vordre prés (115). Ainsi le nombre des Ab; de méme 
ordre est pair (a fortiori y= 2’) et un au moins des B; a la 
valeur maximum y. 

Soit un groupe abélien maximum de G, done > A. On pourra 


prendre c, dans A, done d, hors de -+, puis cy, dans A hors de 


(') Cf., pour les n° 143-147, Fire. Transact. of the Am. Math. Soc., t. I, 
1902, p. 341, 335. 


re 
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| A, e,{ et d, hors de -4., puis c; dans A hors de | A, cy, C2/, etc. 


Onaura Ao =} A, ¢c,,...,¢y|, car un élément all cf'd¥ (a dans A) de G 
m 

4 ~ e a > 

ne peut étre permutable a c; que si yj =o. Donec} .,1; =p *. 
144. Supposons maintenant que A= )}qa{ soit eyclique, que 


c¢ = aF* (d’ol 9 + ¥ = =) et soit boy, = c;, bai= a;..G sera défini 


par ahr ss 1; be? — ayj, bab; a; d,s! 6:d;= cya? ™, d;! exdi= tr 
(tk), car, si aa Von adjoint successivement 6,, ..., by et si Von 
pose b7'bjb,= bavik (9ix = — 447), la réalisation des conditions 
@automorphisme p%4j,= 0 modp* entraine celle de toutes les 
autres. On observera pour la suite la formule 


1 (u—1) 
2 


Opry 


(7 bY)u = bY bi a 


qui sobtient par récurrence. Soit 3,5 6.4, (By =y) el, pour pré- 


ciser, soient vz (A =1,..., s —1) les valeurs de ¢ pour lesquelles 
( e a ‘ 1 ae beats Bene 
Pov, < Sov (2V¥s=y)- Posons Pov+ = OF445 Yovep1 = Fhqs, el 


cherchons a réduire les y;. Soit y;= %;p% (%; nul ou premier a p; 
‘ ‘ 

1 Fh ” , 

oSaj< a), ret Vey ok —— 1 yin ea or CD tye Oe had) — 


4;== #;. En prenant au besoin cja*, d;a” pour c;, dj, x et y étant 


convenablement choisis, on peut supposer que x%;= 0 ou I. 


Soit 7S¥,. Si tous les y;,, y, me sont pas nuls, soit z, le plus 


9 tp SL >1, en prenant au besoin cy d, pour d,, et 


cid, pour d, (cfd, et cj d, sont permutables ) et en déterminant x 


, 
grand des « 


par Lh, fon Se x), p% 8) mod p%, on remplace ve par 0; en prenant 
ensuite d,' pour c, et c, pour d, et en répétant Popération pré- 
cédente, on raméne a 0 tous les ¥,, y). ob r > 1. Supposons x= 1. 
Si p> 2, en prenant d;' pour c, et c,d,?* * pour d,, on raméne 
y2a0. Si p=2,ona(c, AY Pts—4s) ph = aP*lyit+p*s-44) Si aga —t, 
en faisant y(1 + p* ““")=—1 modp*%et en prenant c,d?“ pour 
d,, d-‘ pour c,, on raméne y2 4 0. Si a, =a—1, comme 
@yLa,< 8,SySa, on aura 8,4, a4 =%—=a—1. Hn opérant 
de méme sur chaque série de 8; égaux entre eux, on raménera 
ao tous lesy; qui ne sont pas dese, sauf sil’onadla fois p= 2, 
6,= By=4, auquel cas tl y a a faire en outre V’hypothése 
1 =Y2=p%*'; mais, dans ce cas exceptionnel, si y2=0, on a 
(c,d,)2*=1, en sorte que le type répondant a y,=2%", 
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fg =... = Yy = 0 est a omettre comme se ramenant a celui ou 
1), ef gwil reste seule- 


—— —— 


ee y— 


ment deux types posstbles. 

Soit maintenant e,= p%, ef pale), En posant c7?*e?, = g; 
ona gP° t= gzp"ityp%, Si donc j= az, on peut trouver x et y 
premiers a p tels que 2p% + yp% = p%. En prenant done au 


besoin g pour cy, et une puissance convenable de dy, pour dy,, on 


aura %,— wet l’on raménera encore ¢,2 0. Soitdone 4;< a,. Alors, 


3 Ae hPa Saree : f z 
comme (¢y.c), P= atPe'r kt yP™, on peut, Si ap==a,-+ 07 — 0g, 


ramener ¢; a o (en faisant x =—1, y=1 et en prenant c,'c,, 


pour c,,), el, si a> a,-+ 6,— Sx, trouver x, v tels que 


xX p%rei—Cx ae y p& = pt +6) —6. 


puis, en prenant cy c?, pour c, et une puissance convenable de d,, 
pour d,, ramener a a %%—+ 5; — 6%, donc encore ¢, a 0. Si done ¢, 
et ¢, sont 40, on peut supposer a, < a+ 6; — 64 et > 4g. 

Les types canoniques obtenus en donnant aux ¢ toutes les 
valeurs posstbles dans les limites trouvées sont distincts. kn 
effet, sis =1(p=2), les types répondant aux diverses valeurs de ¢, 
sont évidemment distincts entre eux, puisque lordre maximum 
@un élément de G est p*s si 2; = 0 et p?s*4~% si ¢5 = p%. Supposons 
les types obtenus distincts pour les valeurs de s inférieures a celle 
considérée. Le groupe G,; des éléments dont la puissance p*-—: est 
dans A est, en posant p®:-8.. = z, 
d™ 


Yeti oles 


pA, C1, Qt, C2, Ae, - +, Cv gy Avs Cy, tt? 


Or on peut ramener G, a un type canonique ot: les ¢ sont au 
nombre de s—1 et coincident, si s >1, avec ceux désignés 
pour G par. ¢4, «.+,/¢s4. Cela est clam si ese= 0. Si-e;54 0, e944 == 0, 
il suffit d’échanger les couples cf_..., Q_ji1 et Cy,_,44) Qv,_ 44> 
Si Esta A Oy done s,_,;<¢s5, il suffit de remplacer c}_,,, par 
aos. Or aux Gy; distincts répondent évidemment des G 
distincts. Done tous les types obtenus pour G sont bien distincts. 


145. Le nombre de ces types est dailleurs aisé a calculer. 
Soit n; le nombre des systémes de valeurs distinets de ¢,, ..., ¢. 
e, a les 6, +1 valeurs possibles 0, p! (= 0,...,6,—1) (p22). 
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Supposons prouvé que nj;= II’ (6,-— eae 1) pour¢=1,...,4—1 


(90; p22). Si ens 0, e a les 6,— 6,_, valeurs possibles 


&x_y p' (I= 1, ..- 54 —O84_4—1), d’ 00 (24 -1—Mr_2)(8x— 0x _1) Systemes 
pour &, ..., &%. Si Ex_1 = 0, &4_2 O, ex a les 5, — 6x_» valeurs pos- 
sibles ex_» p! (¢= 1, .-., 54 — 8x_»— 1), d’out (24_2 — Ng_3) (6% — B4_2) 
BYSteMes Egy oct y.Sh Ol Eh 4 = ty = Cy = 0, 654 0,)ep,a les 84, — 9, 
valeurs possibles ¢ p! (¢=1, ...,6;—62—1), d’ou (nm, — 1) (64 —4,) 
SWALERESL Oy, 04 Chasse wl eho == o —o, e¢, a les 6, +1 valeurs 
possibles 0, p' (i= 0, .:., se ye in 6,1 systemes ¢4,..., &%. 
On a, en ajoutant ny= Pipe baum — 03) 6, -- 1 “et, puisque 


an ~ ‘ fe \ + 
Ni(Oj4,;— O; + 1)— Ni, (CA), 4,+1=—MN, 


N= Np—-1(O4— Op_-4) + SA? (nj — 2) Hy = Mp1 (84 — 8g-1 + VD). 


Done ns = Il (6; — 6;_, +1) (69 = 03 p22). 


146. Soit F le central d’un g,«+ (p premier) G ayant la série 
spéciale 1, F, A, G, A étant d’ordre p% et G| F ayant un commutant 
cyclique }Fe{ dordre pY. On peut supposer (143) que 


Oy EAC ghey Chad sea Cy, Cake dle 


cj et a; étant d’ordre p®i mod A (28;= m, 0 <.8;S 841, By= 7) 
et vérifiant mod F les mémes équations qu’au numéro précédent : 
on aura en particulier d;'cydy=c,cf, f étant dans F; cf étant 
done un commutateur de G est normal dans A (94) et par suite 
aussi c. Comme 26;—= m et qu’on peut former G en adjoignant 
a A les c;, dj dans un ordre quelconque, il faut que | A, ¢;, di, ex, de 
contienne }| A, c;, d;| et } A, cz, di, ex{. Or les conditions d’auto- 
morphisme appliquées a d;'cj;dj= cc? % f; (f; étant dans F) 
donnent d;' ePt hd. = ¢,' cP ic, = cpt, En particulier, cP" * est 
permutable a c,;, dj pour ¢2 2 et cP™* a cy, dy. Done cP*™* qui est 
une puissance de cP est permutable a tous les c;, dj et, comme 
il est normal dans A, il est aussi dans G bien que hors de F, ce 
qui ne se peut. Done G n’existe que siv=1. 


147. On en déduit que, dans un groupe G ayant la série 
spéctale 1, F, A, Get un commutant cyclique C= \c|, le com- 
mutant FC\F (63) de G|\|F est < A|F. sauf peut-étre si 
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(A, F) = 2 mod 4 (on verra (150) que l'exception se produit réel- 
lement). Il suffit (96) de le montrer pour le cas ott (G, 1) = p”™ en 
supposant (A, F) = p%23. ¢ est dans A, puisque G| A, est abélien, 
et hors de F, sans quoi G|F serait abélien. Or, si FE = A, A|F 
est cyclique et G est de la forme |A,c,,d,{, c,, d, vérifiant des 
équations de la forme Far’ Fe? = fo eds ede ene 
ér+6 [28 
d,'cd,=cf®, d’ou, par récurrence, d,”¢,d? =c,c7f 3 hs 
pour x = p* (>2), f=1. Mais alors, C étant normal, FC=A 
serait produit direct et abélien contre Vhypothése. En particulier, 
UN &pi(p>2) ne peut avoir de commutant cyclique d’ordre p*. 


5 


148. Les gp+3 G de figure (st) (11). G est défini par 


av = brp=t, cP = ay be, dp = a®by, 


OMA C=" Cha WO Cel OC == 0d. 0s d-'cd =capbs, 


o mod ps—! (21) avec Vune des deux conditions 9 #o modps, 


le) 
‘ 
740 modp (car la condition pour que dy¥c®a%bB soit normal est 


Hk il 


ovy=pexr modps, sy=cz. et elle doit n’étre vérifiée que pour r= y=0). 
On a alors par récurrence 


wz (i— 1) wlit— A) 
———— RE Dy: ) 


1B +ouxry 


(dy cx axb8 yu = duycuxh 2 a 
(dY c# a&b8)p = bpxrvy+eaxy qyx +Oy+epay e=0,sip>2; e=1,sip=2; 


(a¥' c®’ a® bB’)—! dy cx aX 6B dy’ cx’ aX bB’ = dy c®akt+p \xy'— ya") hb +a \wy’— yx"), 


2 


Le changement de générateurs le plus général qui conserve la forme 
des équations de G consiste a remplacer a, 6, c, d respectivement par 
abbi=a', ab bv = b', dyctatbk=c', dY¥ cX al bk = d'. 

Pour que a’, 6’, c’, d’ engendrent G et satisfassenl aux mémes équations 
que a, b, c, dou y, p, 6, », 9, ¢ sont remplacés par y', »’, 6’, v’, p’, o’ res- 
pectivement, il faut et il suffit qu’on ait (je sous-entendrai désormais le 
module p) 


sil $24, iE4o, 5’ == 0 mod ps}, 7'4 0, 
sis=1,  [&n'’—nl' x0; 


ry'— yx'#o 


(ces premiéres conditions assurent l’indépendance de a’, 6’ et celle de c’, d’ 
mod}a’, 6'| et permettent d’exprimer a, 6, c, d par a’, 6’, c’, d’, qui 
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engendrent par suite G); 


0’ = 0 mod ps—!," avec o' # o mod ps ou 3 40; 
@) yo +oyt+hp+epry=yt+p't’  modps, 
ya' + Oy +h'p+epr'y=vt+vt = modps; 
a Saas et as Ss + pn, 
pa'+vy'+ eco’ y’=9'y + y'9/; 
(3) | o(ay'— ya") = pn + o'n/, 


I p(ay'— ya')=p'b+ a’? mod ps. 
Sott d’abord s2». Alors, quel que soit p, (3) entraine 
(4) yo+oysvtape, ya' + by SoE+ vit 


et détermine fh, h' lorsque (4) est vérifiée; (3) montre que o’ s’annule 
mod p toujours et seulement avec sc. 

Soit ¢ =o. On pourra faire co’ = 0, 9’ = ps—!. Supposons done s=a' =o, 
eo =p’ = ps—!, (2) et (4) montrent que l’on a y' = p' = 0'= v'=0 toujours 
et seulement si y= 2 =6 =v =o, et que A(ry’— ya’) = A'(En’— nf’) 
(A =y— op, A'= y'v'— 6'p’), 

Si A 0, on peut faire 7 =v—o, 0'=p’=1 en prenant §=7/’=A, 
v=y7=0,r=—b,y=7, 2’ =y, y' =—p, d’od le type (je sous-enten- 
drai les équations communes 4a tous les types) 


(5) cP = bs GPa. a Cd'= Cah. 


Si Ao sans que y = p = 0 =v 0, on peut toujours faire y' = p'’=0, 
E=7/=1, t’ = =0, prendre pour z, y des solutions non toutes deux =o 
de yx + Oy =0, pour a’, y’' des nombres vérifiant 2y'— yx’ =1, puis 
= ya'’+ oy’, v= pa'+vy'. Supposons done y= =o (donc on n’a 
pas 6=p=0), y'=p'=0. D’aprés (4), 6’ s’annulera alors modp tou- 
jours et seulement avec 6, et, si 6 40, on peut faire 6’ =1 en prenant »=9. 
Si 6 = 6'=1, on pourra faire v’'= 0 en choisissant bien y, d’ot le type 


(6) Cr a= a, adcai— CaP. 
Si 6 =0'=0, done vy Ho, on pourra faire v'=1, d’ot le type 
(7) C= dp =6; mC i= COP mae 

Si y= yp =6 =v =o, ona le type 


(8) cP = dP =1, Ged. — COP was 


(6) et (8) sont des produits directs de | 6{ et de }a,c,d{. 
Ss. 9 
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Soit s #o. On pourra faire o’ =1, p'= 0 et par suite supposer ¢=o' = 1, 
Feel hors 

St p> 2, donc ¢=o0, on n’a qu’a répéter ce qui précéde en mettant 
seulement 6 au lieu de a?‘ dans les équations (5), ..., (8). Soient 
(5'), .... (8') les équations ainsi déduites de (5), ..., (8) respectivement. 

Si p=2, on voit, en considérant les six déterminations possibles (mod p) 
eA 
DY, 
Si lon n’a pas ¥ =6 =0, on peut faire y'= 0, 6'=1. En supposant que 

=7'=0,6=0/=1,0n a p=vp' et on peut faire v=o, d’ou les types 
(5’), (6'). St y= =0, Vhypothése py =t entraine p'v =1 et, quand 
wv =o, on peut faire p’ = v’= 0, d’oii le type 


de la matrice ( ; ) que V’hypothése y = 46 =o entraine y’=0'’=o0. 


(7") eG=M=), ard <b 


et le type (8’). On yoit que, pour p =2, (7’) coincide avec (8’), tandis 
que, pour p > 2, (7’) coincide avec (7”). 

Sotit maintenant s =1. On peut alors toujours faire 9’ =0, o’ =1 et l’on 
a les mémes types que pours >1, ¢ #0. 

Tous les types obtenus sont distincts, d’aprés la méthode méme qui les a 
fournis. 


149. Les gpnt: G de figure (11... 1)(11). Soient A le central, Ad, Ae 
deux générateurs de G|A, P =}d?, eP{ le groupe des p'*™* puissances 
des éléments de G. Si e—! de = da, }a| = Gest commutant. G est le pro- 
duit direct de G’= } PC, d, e| (de méme figure que G avec n =1, 2 ou 3) 
par un groupe abélien principal 2 1, et le type de G’ dépend de G mais non du 
choix de d, e. Il suffit done de déterminer les groupes G’. C’est ce qui 
sera fait au paragraphe III. 


150. Les gp+: Gde figure (s)(1) (tt). D’aprés les types connus (143) 
de figure (1) (11), G est défini par 


aP*=1, bp = ab, cP = bP-ay, dp = bya, 
(1) OF GO Ce Ace daa has 
clbe = bat*, dbd = ba’, d-!cd = cba?, 


et l’on peut, en prenant au besoin ba? pour b, supposer p = o. Pour que G 
soit d’ordre ps+®, il faut et suffit (21) qu’on ait 


(2) %=t =omod ps1, 
xp stv PPT) _ yy pee ESD) + xv + 8 =omod ps. 


D’aprés (1), un élément normal est de la forme 6*a%. Pour qu'il soit 
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nécessairement de la forme a%, c’est-a-dire pour que G ait la figure voulue, 
il faut encore que % ou = soit 4 o mod ps. 

On pourra done toujours, en prenant au besoin c¥d pour d et ax 
pour a, faire t= ps—!, puis, en prenant dc pour c, faire x=0. I 
résulte alors de (2) que v=0,u=e, B =eps-! (ec =0 Si jo OR ean 
si p = 2), en sorte que les équations de G deviennent 


aM@=1, bP=ate", cP=btaY, de=a', 
babi ce werd) ad a. 
c-lbc=6; Ta ia hme (da oop ad-“cd = cb: 


et on a par récurrence 


u(u—1) s(z—1) u—t u—t ¢(t—1 
tS cee tac [s+y 2: t+ys?d, = 


UX +Ys 


(dzcy bz )u = duzcuyh 
d’ou en particulier (¢’=0 si p #3, e'=1 si p=3) 


1) 


Yy+6s+eps-t [e+ee+y +e ptys 


? 


(d2 cy bx )p = bely+y2) a 3 
puis 


(d? cy bx’ )—-1 dz cy b® d= cy’ bx' 


at Mec a'(s'—1) —— 3(3—1) 
ps ‘[ w2—aa af nh | 


2 


= dicy bx+y2'-zy' q 


Pour que a4 =a’, a b0 = b', d2cybtat= cl, d* cy b« aX = d' vérifient 
les mémes équations que a, b, c, d respectivement, y, 6 étant remplacés 


par y', 6’. et engendrent G, il faut et suffit que l’on ait (A, ’, X” étant 
entiers ) 
/ 
Exo, i =X sy'— ys’ 40 
(ces premiéres conditions donnent G=}a’, 6’, ce’, d'|), 


pti +27, ps! =o mod ps, ey+teys=e+hp, ey’ + ey's'= Xp, 


| Yy +85 + pa + pst je[e ses +Yy a) +i] +ey Bt {== 't mod ps, 
| mn 
| Vest pe pets Jerre y'? St +0 | eye =O mod ps, 
nosso, 43'S h, ys'—ay'=4+2"p, 
pe'[as'—sa'+y ol Adem Bie ys Wades 1) +0] ae mod ps. 


Soit s22. Alors, quel que soit (3) entraine (s=o0) yy =y7'é, 
y I “ P; (el. 
yy' + 6s’ =0'E et détermine ensuite « et «’. Comme — = yz"2, on aura 


Y=7'2", yy + ba! == Oo ys’2. 


Si done y =o, 6’ s’annule mod p avec 6 et peut étre pris égal a+ pour 
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8 £0. Si y #0, on peut faire 6’=0 et, pour p>», y' =1 ou N, N étant 
un non-reste arbitraire. D’ot les quatre types 


(4) cP =aP=15 “eP=1, a? —a) ch — a, do — Coe 
Si p = 2 (done ¢ =1), on n’a que les trois types 
C—O. aa C2 One ee c?=ba, d?=1 


répondant aux trois premiers (4). 

Soit s=1. St p> 3, ce cas ne différe pas du précédent. Sc p = 3, on a 
B21, y=, (Y +1)’ +02'H0'E. Si y #—1, on peut faire 6’=0; 
si y =—1, 0’ s'annule avec 6, et pour 6 #0 on peut faire 6’=1. D’od les 
quatre types 


(5) &=da=1; (Meets Bs 5 Sa We c?—a@-i, d=a', Gras tee 


Les deux premiers types (4) coincident pour p=3 et les deux der- 
niers (5) pour p> 53. 

Sti p=2, onay+i1=y, yy' +6 =. Si y =1 on peut faire 0’= 0; 
si y = 0, on a 6'= 6, D’od les trois types déja rencontrés (141) 


C7 =\ba da e=b, d=a’, 6=0,f. 


III. — Les groupes d’ordre p?, p‘, p* ('). 


151. Dans tout ce paragraphe le module p sera sous-entendu; g sera 
une racine primitive de p, N un non-reste arbitraire, ¢ un entier égal 
ao pour p> 2, égal at pour p = 2, «’ un entier égal 420 pour p=» ou 
Donegal al POUr Di —sr. 


152. Les g,:. En laissant de coté les groupes abéliens il ne reste (97) que 
la figure (1) (t1) qui donne (143) deux types. Ce sont : pour p > 2, 


(1) aP = bP=cP=1, NARS GLO a, Ca 0C— 0a" 


(Seah — OP Cec 5 b-!ab=c-!ac=a, c-!'be = ba; 


pour p= 2, un quelcongue des types (1) et (2) qui coincident, et le groupe 
des quaternions, 


(G3 metal = ca, O\ GO =e a0 —ia, (Oat Way Vala 


qui pour p > 2 se confondait avec (2). 


(') Comparer Héuper, M. A., t. XLII, 1893; Baanera, A. D. M., 3° série, 
t. I (1898) et t. TI (1899). 
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La forme générale 
(4) aP=1, be=af, crp=ay, b-!ab=c-‘ac=a. c—bc=ba 


de ces équations (d’ou il est facile d’ailleurs de les déduire directement ) 
donne les relations 
_ u(u—1) 


ys 
(cz by)" = cusbuya 2 (czbyavt)p=a 


? 


Sy+ys-ys PPo a ! 
a ’ 


(ce? bY )-! c2 bY c2' bY = c2 bY ay2'-2y', 


qui fournissent immédiatement les propriétés suivantes : 

(1) ne contient que des e,p): il contient donc p?—re, donnant lieu a 
p?+ p+ gp qui, en laissant de cdté }a|, se partagent en p +1 systémes 
conjugués de p chacun. Tout g,> de (1) contient }a@{ (60, 75) et sera de la 
forme }a,cyb*{. Comme, pour y 40, cYb® = (cb*:Y)y mod)\a}, (1) n’a 
que lesp+t1 gp: }a, b|, ; a, cb={ (w@=0, ..., p—1). 

(2) contient p?—t e, de la forme 6Y¥a* donnant lieu a p+t gp: un 
deux est }a{ et les p autres sont conjugués. Les e,: sont de la forme 
c* by a®(zA0) au nombre de p?(p —1) donnant lieu aux p g,: cycliques 
jeb=| (7 =0, ..., p—t), }a@, b{ est le seul gp: principal; il est donc 
caractéristique (bien que le diviseur complémentaire de |a{ n’ait aucun 
diviseur caractéristique ). 

Pour que le changement de générateurs qui consiste a remplacer a, 6, ¢ 
par a’ = 5, b'— c2 bya®, c! = c2 bY a*’ soit un automorphisme, il faut et 
suffit que § et yz’ — zy’ soient 4o et que a’, b’, c’ vérifient (4). 

Il y aura done pour (1), si p>», autant d’automorphismes (4117) distincts 
que de systémes ( y, 3, y’, 3’, v, 2’, 5) vérifiant ys’ —sy' =f #0, c’est-a-dire 
p? fois autant que de systémes (y, z, y’, 3’) donnant yz’ — zy’ #0, done, 
puisqu’il y a p+ p?— p de ces derniers systémes qui annulent ys'— zy’ 
mod p (44), p?(p?—1t) (p?—p). Aucun gp: nest caractéristique. 
Si p=» il faut en outre ys= y's'=0: il n’y a que deux systémes 
y3'— zy' admissibles et le nombre des automorphismes est 8. 

Il y a pour (2), si p > 2, autant d’automorphismes distincts que de sys- 
témes (y, 2, y', 2', x. x',£) vérifiant z=0, 2,=§ Ao, y =1, cest-a-dire 
p?(p—1i). }@, 6} est le seul g,» caractéristique. Si p= 2, on a yu que (2) 
coincide avec (1). 

fl y a pour (3) autant d’automorphismes distincts que de systémes 
(41 4)", 2,2, x’, &) véerifiant 


t ' 


ys — sy =F =1, YErV +S 


ll 


VRE V+sZSI. 


Ces deux derniéres équations étant toujours vérifiées dés que l’on n’a pas 
¥ =4=0, y' =2'=0, il ya (comme pour (1) et p >2) p?( p?— 1)( p?—p) = 24 
automorphismes. 


153. Les g,+. Les seules figures possibles étant (94,97, 143), si on laisse 
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de cété les groupes abéliens, (2) (11), (11) (11). (1) (1) (11), tous les types pos- 
sibles sont contenus dans ceux qui ont été déterminés aux n® 143, 148, 150. 


154. Les gy:. Les seules figures possibles sont (94, 97, 143), en laissant 
de cété les groupes abéliens, (1)(1111), (3)(11), (21)(11), (2)(1)(11), 
(111)(11), (11)(1) (11), (11) (TEL), (1) (11) (rt), (1) (£) (1) (tt). Les 4 premiéres 
sont des cas particuliers de celles étudiées aux n°* 148, 148, 150. 


155. Figure (111) (11). Quels que soient x, 8, +, A, u, v, les équations 
5 q Po Y Pes Vy q 


Gh = OR —— CP =i, d? = atbB cr, er=arbt-cy, ede = da, 


jointes a celles exprimant que }a, 6,c{ est le central, définissent un g,:G' 
de cette figure (19), et on a 


ut (74 —1) 
fits 4 
(ey dx )u — ety duxa Y 2 % ( ey’ dz' ye ey dx ey’ dx’ = ey dt ary'-yx', 


Pour que @=atbacd, baa bi'cl, c=ak’ bac’, da=erdzatbkcl, 
e'= ey d* a’ bk’ cl’ engendrent G et vérifient les mémes équations que 
a, b, c, d, e ota, B, y, A, pw, v sont remplacées par a’, 8’, y’, \', w, v’, il 
faut et il suffit (en employant d’abord e’—!d'e'= d'‘a') que Von ait 


7 =C=0, ay'—yu'= #0, A = §(7'C"— Cn") 4.0 
(1) aa+aAy+erysat+ p+ yt", ag t+aAy+ea'yS=NE+p +e", 
(2) (bot py=Ba+yn', 9 bolt py Spay’, 
{ yr +vy =8'0'+7't', yo avy eH +S, 

On voit que 8’, y', pw’, v’ sont tous = 0 toujours et seulement si.@, 7, w, v 
sont tous =o. De plus (2) donne By—yu=('v'— yu’) AE-*. Done 
by — yu et B'y’— yy’ s’annulent ensemble mod p. 

St by — vu # o, on peut prendre d?, eP? pour &, ec, d’ou le type 


dp = b, (fife [0 P 


WV 
i] 


Sott bv —yu=o0 sans que $8, y, vw, v sotent tous =o. On peut faire 
uw’ = v’=0 en prenant a’, y’ non tous deux =o, tels que Ba’+ py'’=o0, 
puis xz, y tels que wy'— ya’ Ao. Soient done p, vy, vw’, v’ nuls. (2) donne 
aw'=o et permet de faire 8'=1, y'=0, puis (1) de faire a’ =o. Soit done 
encore a, 7, #', 7’ nuls, 8 = @’=1. (1) montre alors que 2’ s’annule avec 
modp et que, si \ #0, on peut faire }’=1. D’ot les deux types 


dp=b, erp=a, hi, ip 


Soit B=y=p=v=o0, donc B'=y'=p'=v'=o0. Si p>2, «' et dr 
sont = 0 toujours et seulement si 1 =A=o0 et sia et A ne sont pas tous 
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deux = 0, on peut faire «’ =1, A’ = 0. D’ou les deux types 


dP = a%, CP, =O). Hie Pie: 
St p = 2, Vhypothése « =} =1 entraine «’=}’=1 et, siaou A est =v, 
on peut faire «= ’= 0. D’ot les deux types 


ad=—€1— a. A Chale 


156. Figure (11) (11t). Soit G un groupe de cette figure, }a@,6{ son 
central. G|}@{ étant, ou abélien, ou métabélien de figure (11) (11) ou 
(2) (11) (94, 97, 143), G aura des équations de la forme 


aP= 6P'=1, cP = bay, dp = bry ab, eP= brat, 
d-'cd = cap, e-'ce = ca?, etde = dba, 
b GU— = 6 — 0 ad — en ae — a, Ce OG da) 00d — eal be — 08 


}a. b,c, d{ est un gps (21) et les conditions imposées par l’adjonction 
de e pour que G soit un g,s sont vérifiées. Les conditions pour que e2dy¥c# 
soit normal étant oz =wy = 0, 3 =x, yy =— o@, il faut, pour que G 
ait la figure youlue, que w soit #0 et ep, 9 non tous deux =o, En prenant 
donc au besoin 6®a% pour b, e-? d? pour d, e2dy pour e avec la condition 
py + 0% =1, on peut faire wo =o =1, =p = 0. 

Ainsi G est défini par 


ar= bP=1, cP = bay, dp = bras, er= brat, 
gL Case. Gia Com CU, Ca dem a0. 


O Gui C= d0— d= ad =e" de — a, c-1be = d-bhd = e—1 be = b (), 


et ona 
- tb(u—1) ae w(— 1) 


(ez dy cu) = evs duy ceux ie 2 a 2 


(e2dy¥c®)P= byuatyy+het+eys qyx+ by+ls+exs, 


? 
(e2 dy c®’)—-1 62 d¥ cX e2 dY c® = e2 AY c® bY? —2Y quz'— 22", 
Pour que a§b4= a’, a? ba = b', ezdycrx bBa%=c', e? dy' cx bh aX#=ad, 


ez" dy’ cx" b8" a" = e' engendrent G et vérifiént les mémes équations que a, 
b, c, d, e ot p, y, v, 8, A, € sont remplacés par p, y’, v', 6’, A’, @’, il faut 


(1) {a, b,c, d} est le seul Sp abélien de G. En effet, tout gis abélien A con- 
tient {a,6}=C, sans quoi G=AC serait abélien. Or soient f= Ce“d<cy, 
f = Ce d*'cy’' deux éléments indépendants de AJC: us'— sw’, uy'—yu', zy’ —ys' 
ne seront pas tous nuls, D’ailleurs la condition ff’ = f'f exige que ws’—sw' et 
uy'’—yu' soient =o. Donc u=u'=0 et A est ja, b,c, d}.Ga donc un groupe 
caractéristique > | a, 6}. 


(1) 


(2) 


—— 
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et il suffit qu’on ait 


Sy mee 
oy’ — He st 0, dS] ey | aie, 
2’ yx" | 
uo tvy +he+eys =yqnt+p'y’, yo +oy +e +ers =yE+we, 
pa +vy' +)ho'+teys' =8'n + 9'7', yr'+by'+ Cs’ +ea's) =TE+VE, 
po" t+vy" +s" ey’ s’=O H+ 7, yu" + by" + Cs" + cx" =CE+NE, 
(3) y3'— 4y'=0, xz'— sx'=0, 
ys’ —szy" =n, vz" — sr" =, 
(4) 7 oe te up oy weer, 9 a Pa 
Vs —s'y'=y7', az" — 2" =, 
D’aprés (3), A=2"(ay'— ya’) et, A étant #0, (3) donne s=2'=0. 
(1) donne alors, d’aprés (4), en posant C= yv —éyn, C’ = y'v' —d'p! 


re, al "9 
SS Cre3 ’ 


puis par résolution 


vA — Fy qe EO HE F, 
vase (7S +e) — nog = aye), 


d’ou, en posant y+v=B, y’+v'=B’, 
B= B'(&x'— nt’) A1 = B’2’, 
et, en posant encore D = B2—4(C, D’= B?—4C’, 


1m D 1p’ C C' 
D= D's", RB = Be’ Bi > pa 
5 ’ / D) . . , , 
Soit p>2, etd’abord Cs) =1. On pourra toujours faire w' =0'=0. 


En effet, en faisant 3”=1, (t) donne, d’aprés (4), (4 =3'=0) 


(y-y)v+6y=o, (y—v')a’+ dy'=0, 


pxr+(v—y')y=o, ua’ +(v—v')y'’=0, 
et, sil’on prend pour y’, v’ les deux racines (ici réelles et distinctes) de 


(5) s?—s(y+v)+yv—dp=o0, 


on pourra prendre: si 640, 7=2'=6, y=y' 
r=y! 


Y,Vv =v'—y; si p40, 
vy, a =V—y, y=y'=p; Si OS p=, a, y, wv, y’ quelconques 
rendant seulement xy’— yx'Ao. Supposons donc p, 6, p’, 6’ nuls. 

St C Ao, on peut, dans (2), déterminer x’, y” de maniére que C=’ = 0, 
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puis, en prenant a = y' =o, 2’ =y, faire v’= 1. Soient donc €, A, ¢’, 2’ nuls, 
y=v'=1. On aura Yo =y'22", yr! =2'3", y= ¥2"_, 7 =y's", Vd, par 
élimination de 2", yay'=y'xy', yy yx'=yer' et, puisque xy’ et yx’ ne 


sont pas tous deux =o, les P types 


p—t 
2 


cP = as”, dp=b, eP=1, UT a ere's 


Si GC =o (done B #0), (5) a une racine oulle et la premiére (2) per- 
met de faire )’= 0. Soit donc y=7' =A=2'=0; v=B est Ho. (1) per- 


met de faire v’=1. Soit donc v = v'’=t. (2) donne Cz"=C’E: donc € et C’ 
s’annulent ensemble modp et, si € 40, on peut faire C’=1. D’ot les deux 
types 

Ch, dvr= 6, Cr= as, (e=1Oy ate 


yr 


Sf Ak é : é ; 
Soit (>) =--1. Ici C est toujours 40, et (2) permet de faire C1’ =)’ =o. 


‘2 


Soit donc €=C=} =2'= 0. De plus Gu est #0, sans quoi D = (yy —v)? 

Berallicalve sOumpent Gone prendre: —1, 7 —0,.u —¥, 7 =, 2 1, 

i OC LM AI Lcm Va we Dae SOLE GONG y= iy — 07) | My) fk aT, 
> NV OW 


Comme B =v, C = —6, on aura v=v'3", 6 =0'3"2, 
Si y 40, on pourra faire vy =1 en prenant 7=0, 27’ =6, y=y'=v, 


” 


7 =y"—=0,2 =y. soit donc vy =v =1. (1) donne 6y=2'z 6y’, donc 
y=y', Cest-a-dire 3° =1. Done C =—6=— 6’. Dot, 46+1=D étant 
: —I 
non carré, les re types 
y D 6 7) S 1 2m+1 p—3 
Cr OnE —10 10 emer — la O17 (2 —1), m= 0, ...,— : 


1 


Si v=o, done v'=o0, 6= {D sera non carré, et l’on pourra faire 6’ = N 
en prenant 22=—6;N,7=2., 7 =1, 2 =y =o. D’ou le type 


Cup; dp = av, OP air 


Sott (7) OA lors i— ( ) est carré. Si uz #0, on peut faire p’ =o 
cues 


2 


? 


( done oh 5) en prenant z’= 6’=1 et, si6 40,7=6, y= 


z'=0, y'=1, si 6=0 (donc y=v puisque D=o), r=y'=0, Y=), 
.2'=1. Soit donc p = p’= 0, donc y =v, y'=v'. 


Sit C Ho, done 2 = 7 #0, (2) permet de faire f’ = >’= 0. Soient donc 


Du 


C, CA, X nuls. En prenant y=z2'’=0, z=1, y'=y, 2 =y, 5 =6, on 
peut encore faire y'=1. Soit donc y = y'=1. Alors 2"=1, 6y=d'y=0, 
oy'=6'x. Done 6 et 6’ s’annulent ensemble modp et, si 6 Ao, on peut 
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faire 0 =1. D’ot les deux types 
cP=a, dp = ba’, eP=1I, é8=0, 1. 


OA SS6 
Done 6 et 


B, donc y=v=y'=v'=0, on a by =a y =o, Oy'=VCE. 
s'annulent ensemble modp. St 640, y est =o, done 
ay'#o, et l’om peut faire 6’=1; (2) permet de faire C’=o et donne 
2" = ‘7! qui permet encore de faire \’=1, si A#0, et exige \’=0, si 
4 =o. D’ot les deux types 


Ss 


cP=I, de= a, eP = bh, \=0, I: 


St 6 =0, donc 6’= 0, (2) montre que \’= C’—o toujours et seulement 
si A= =o et que, si l’on n’a pas A=C=o, on pourra faire C’=1, \’=0, 
D’ot les deux types 


Ca ae erP= ab, C= 0, I: 


Soit p = 2 (donc 2”=1) et d’abord C=o. 


: : D 
St B=t1, on peut faire p’= 6'= 0, comme dans le cas p > 2, 9) =i 
\ 
en résolyant (5) qui a alors les racines 0, 1. Ainsi on peut faire y'=o0, 


v’=1. Soient donc y, 6, p, y', &’, »’ nuls et v =v'= 1. (2) permet de faire 
t’= 0 et donne A = 2’. D’ot les deux types 


Ca d2= b, e2= bi, h=0,-1% 


St B =o, (5) a la racine double 0, et, en prenant y’= 0, donc v'= 0, on 
—v 


D° Auch x 
pourra, comme dans le cas p > 2, =i =o ot l’on remplace par o 


2 

(ici y =v quel que soit 6), faire p’=o. Le déterminant de (2) étant ici 
B+C+1#400n pourra choisir 2", y" tels que C’=A’=o0. En supposant 
donc nuls p, y, v, C, A, ws y', v’, G, A’, on aura 6 = 6, d’ou les deux types 


Cait =a, (ANT he Or—="Gra0e 


Sott G=1. SiB=1, B+ C+1 est Ho et (2) permet de faire C’ et 0’ 
nuls. De plus pé=1, sans quoi C=r entrainerait y =v et B=o. Done 
py. 6’=1. Si y =1, on peut faire y'=0 en prenant z= y'=1, y= a2’ =o. 
D’ot le type 

ASS I) d? = ba, ec—ale 


St B =o, (5) a la racine double 1, et, en prenant 7’=1, on peut faire 
i =10,, DOLL CONG) pi — J 0. GON Ga we Nn 
oy = Oy =0, 6y'=0'a2, dor d=. 

Si 6=1, done y =0, (2) donne } = 2X’ et permet de faire C’= 0. D’ot 
les deux types 


Ca, d?= ba, e2= Di, A=0,1. 
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St 6=o0, (2) montre que @ et X’ s’annulent avec € et A et permet, si C 
et A ne sont pas tous deux = 0, de faire Z’=1, ’=0. D’ot les deux types 


9 D + 
Ctl, d?= b, Ge oy G—O,0e 


(57. Figure (11)(1)(11). Un groupe G de cette figure a pour équation, 
(aprés les types de figure (1) (11), 


ap= br=1, ce = bear, dp = eb bvad, er = cibrat, 
Ba a0 Om dO — a ad 65 ae — a. Ca OC =e DA Cm D610. 


decd = cheap, e!ce = ch¥a, etde=deba*; 0=0;1- 


En prenant cbvat pour ec et bay pour a,si bay A 1, on peut supposer 
X=»=p=0, y=0 ou i. Il est facile de voir que ja, 6, c, d{ estun gps. 
Pour que G soit un gy,s, les conditions résultant de l’adjonction de e 
donnent 


yep Seg =~ + 804+ ew=—)0+ eb = Iw = dU =0. 


Les conditions pour que e+ dy 6” soit normal étantsoz=px72=wx=Vr=0, 
G aura la figure voulue, sic, 9, w, ¥ ne sont pas tous nuls: cela exige §=0, 


Soit d’abord p > 2. Alors y = 0. En posant bt ae = ay, bYa® = ay, Gest 
défini par les équations 


GP = bPi= ¢P—T1, dp = by ab, cP = bal, 
d-1cd = cay, e-! ce = cay, ede = adc; 
61ab=c-1ac=d—ad = e" ae= a, 6-1b6¢ = d1bd =e—be = 0. 


On a par récurrence (en regardant =f ¢ comme nulle pour ¢< 0) 


Sa 1 re ut yes ye “pyle 
(e dy cx )u = eur duy eux +ys lq ayly® —yXe ‘l+y[x3, Lie ame Nd of | 


ee yu-t 7 yet Sion SIE 
x a? ¥(s*—3)Qig t-+s] rLign n+ys Do ef] 


dou 
(e% dy cx )P = byy+hs—say2s—ys*) gq yt ls—e'(py*s—wys?) (*), 


(*) Ces équations montrent que le p. p. c. m. des éléments hors de | a, 6} est un g,5 
ou un g,« selon que a, et a, sont indépendants ou non, c’est-a-dire ied que 
ey — cw est 20 ou =o. Si p > 3, le nombre des e, varie aussi évidemment selon 
que AS — Cy est = o ou = o et, dans la seconde hypothése, selon que A, 4, v, sont 
tous =o ou non tous = o. Ces résultats vont d’ailleurs étre retrouvés autrement. 

On remarquera aussi qu’un 8p abélien A de G, devant contenir ja, 6, c} (133), 
existera toujours et seulement, si l’on peut trouver y’, zs’ non tous deux =o tels 
que e* dy’ soit permutable 4 c, c’est-a-dire tels que py'+ wa! et sy'+ 2’ 
soient =o. Il faut et suffit pour cela que py — cw soit = 0, et, si A existe, il est 
unique dans G. 
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(e dy’ et’ )—te? d¥ ct e2 dY c® = eF d¥ ex +32 —2Y glial, 


, / 
— Sis 
U,= xy'— yr'+ st —% u—? + yy'(2'— 3), 
19 ' 2 
zt — Zz B—-% 
/ t 
Ug OR 50 -b th 


Pour que les éléments abt =a’, abv =)’, ewhvav ac’, ezdyctbbat=d’, 
e*' dy cb} a*® =e engendrent G et vérifient les mémes équations que a, 
b, ce, d, e, ov, 6, A, ..., w sont remplacées par v’,..., w’, il faut et suffit 
que l’on ait, 9’, o’, ¥’, w’ n’étant pas nuls a la fois mod p, 


Ex’ — nt’ 4 o, ya sy' Ao, Ww 0, 


vy +hs —e'ys (oy —bz) =O7+'7/, 


vy +hasi—e' y's (sy’ —a') =0'4 + V7, 
(1) 
by +02 —e'ys (py —mws) =OE+V' Ee, 
\ oy + Os’ e' y's! (oy —ws') =O DE, 
(2) w(py+os)=p'i+ol, wlpy'+us')=w> + Hl, 


w(oy+bs)=p'y4+'7/, wo" tbs )=Suw'4,+ 7, 
ys — sy =, 0U,+ wU2,= 4, oU,+ UU,=¢. 
En écrivant 6+A=B, §)+N=B’, d8—G=C, NO—CVW=C, 


ob — ow = 8, p'b’— o’w'’= 0’, on voit que Ow = 0'(En’ — xf’), en sorte 
que 0’s’annule mod p toujours et seulement avec 0. En outre, si p > 3, 


Cw = C'(En'— xf’) [tone (=) Bay feck )| at Bee Bi 


pP 
Sow 80. Bony prenant. 6 — 1 — oO) 1) =e = Og 
¥——, 4 —p, On serage—) — 0, o6— i Soll d@nGrg ——G) —=10) =) ee 


e=P=V=VW’=1; par suite FE=—wy, F=wy', 7 = ws, 7 = ws’. 
Soit p > 3 et posons D = B?— 4C, D’= B?— 4C’, dot D= D'w. 


Soit d’abord (=) =1. On pourra comme dans la figure (11) (111) (dont 


les lettres 7, 6, w, v sont ici remplacées par 6, f, v, A respectivement), en 
prenant w =1, faire v’= C’=o(y et z n’étant déterminés qu’a un facteur 
prés, on pourra toujours avoir yz'— zy’ =t). Supposons donc y, f, v’, Z’ nuls. 

Soit G Ao. On peut toujours faire A’=1 en prenant y=), 7’=2'=0, 
s'=1, w = . Soit donc A = '=1. On aura comme dans la figure (11) (1 (1) 


a 
les £ 


types 


2 


dp = as", eP=1, m= Sone ? Die= ae 
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Soit C=o, Comme dans la figure (11) (111), on peut faire 6 = 6’= 0, 
d = d'=1, d’od lunique type 
dp=1, eP= b, jie Be 


Soit (F)=-5 done C#o. On peut toujours faire 6’=0, v’=1. En 


effet, en prenant 6’= 0, v’=1, deux des équations (1) sont 
hey = w(A y'— £2’), héz = w(62'— vy’), 


les deux autres se réduisent 42 C= C’w@?, et la condition yz’—zy'=w 
_ devient v y'2+- (A — 6) y's — Cs'2 = 6 que l’on peut toujours vérifier (44). 
Soitdonc) 0. = 6 —='0, y=! = b: 

Sih #0, on peut faire }’=1, car ce choix conduit a la condition tou- 
jours réalisable y?+ A ys — €s2?=w?. Soit donc A=A’=1. On aura, 
Pp 


— types 


comme dans la figure (11) (111), les 


dp=b, er= bat, C=t(g?mt+i—1), Se es ee PS. 


Si } =0, done d'= 0, = ;D est non carré et l’on pourra faire ¢/=N, 
car ce choix conduit a la condition toujours réalisable Nw? s’2?— y= Nw?, 
D’out le type 

GN ley er — an, JD ee 


D ; B\2 — Le : 
Soit (=) =o. Alors C= (5) est carré. Si v4 0, on peut faire v’'=o 
Pp - 
» ! B + y! te 
done 6’ = i= — en prenant w =1 et, sif 40,0) =t, y=1,4= et 
) 
y' =0, 2 =1, sif€=o(done }=6 puisque D=o), (’=—yv, y= 2'=0, 
s=—1, y'=1. Soit donc v= v'=0, donc } = 6, V’=2'. 


; B : 
SiC Ao, done = 6 #0, on peut encore faire 6’=1 en prenant w = 6, 


C=t, z= y'=0, y =1, 2'=8. Soit donc 6= 8'=1. On aura les trois 
lypes 
ech, eP = bab, C= ON p>s3. 


Sic 


I 


o = B, donc } = 6 = )'= 8'=0, on a les trois types 
ari, ch as, Rts OMe; Nis 8 eles. 


Soit p= 3. Si 640, on peut toujours faire 6’ =o en prenant y =o, 
coy mei, Cs =}, 21 t eo, ct y= tyy —0,s = s' = 1, 810 =o. 
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Sout donc 6 = 6'= 0, Les équations (1) donnent (w?=1) : 


—vyy' — hay’ + C22'— yy' st — y223'=0. 
vy? +hys —Cs? — y2sr=Vvi, 
= vy? au hy’ zi + t2'2 aT yi re = t', 
wyy' + hys' —Cs2'+ yy's? y222'= 0. 


La premiére ajoutée a la derniére donne 


M=hw + yy' (22 — 3?) + 22'(y?— y?). 


Soit 4 #o. Pour qu’on puisse faire \’=o0, il faut, si 2’? # 32, donc 
3z'=0, que Aw==+ yy' soit #o, donc que v=o, et, si z= 2?, que 
y? soit A y? d’ot C= 1. Ainsi on peut faire A’ = 0, toujours et seulement 
si Av(C —1) =o. Done d'v'(¢’—1) s’annule toujours et seulement avec 
Av(€—1). } 

Sott }v(C —1) #0. Si €=—1, on peut toujours faire Z’= 0 en prenant 
y=o, y's =—d, Si y=, Ct y's Hh, yee o, SV =— 1. Sort done 
¢=C'= 0. On peut encore faire \’=1 en prenant 7’ =z =0, A ys'=1. 

Soit donc } = i'=1. Siv =—1 on ne peut faire v'=1, ce qui exigerait 
y Zoet A ys — 52?=—1, relation impossible. D’oi les deux types 


a= (9. = (i). 


Sott hv(€ —1) =o. On vient de voir qu’on peut alors supposer 4 =)’ =0. 
Soit vo. Pour qu’on puisse faire v’'=o0, il faut, si €A0, que y et 2 
soient #0 et v—€ —1=o0, et cela suffit. Ainsi on a des types distincts 
suivant que v¢(v — € —1) est #o ou =o. 


Soit vO(v—C—1)#o. Si v=—1, on peut faire v'=r en prenant 
= 2'=0, 2y' #0. 
Soit done vy = v' =1. Si €=—1, la condition ¢’=1 conduit a l’impossi- 


bilité — y'2— 22+ y?22%=1. D’ot les deux types 
fap (4). e2 == get, 


Sott v0(v —C—1) =o. On vient de voir qu’on peut supposer vy = v'= 0. 


Si ¢4o0, la condition ¢’=o conduit az’ #o, C=— y"”, ce qui exige 
€=— 1, et cela suffit. D’ot les deux types 
oie e= as, =—20751. 


Soit © =o. On peut toujours faire 9’, o’, Y’ nuls, w' = 1, en prenant y, z, 
non tous deux =o0, tels que py +ws=cy +¥s=0, puis y’, 3’ tels que 
w #0, puisE=oy’+03', »=oy' +2’, puis &, 7’ tels que Ey’— vf’ =1 
(€ et 4 ne sont pas tous deux =o, car on aurait p=so=b~=w=o). 
Soient’ donc p, so, , 9’, o, Y nuls, w=w'=1. On aura, d’aprés (2), 
&=y=0 done yz'ty’ 40, = ys?, vy =v'7. 
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Soit vy Ao. On peut toujours faire v'==1 en prenant 7' =vy. Soit done 
v =v =1. On peut toujours faire \'= 6’ = o. Soit donc ) = \'=8=6'=0. 
Si C0, ona @ =o et si€ #0, on peut faire (’=1. D’ot les deux types 


dp = b, er=as, C= Cy ie jarank 


Sott v=o, donc v’'=o. Comme iz’ = i'4'. d s’annule mod p avec }’, 
et, si A #0, on peut faire \’=1. Soit d’abord }=)’=1. Comme 
6 = 0's’? et qu’on peut faire (’ = 0, on a les trois types 


dp= a, ADE Tip OO eG pas. 
Soit 4 = 4’ =o. Si 6 Ho, on obtient les deux types 


dv = ae, eP=1 é6=1,N, jz 8) 


? 
Si 6 =0, donc 6’=o0, onat+e'y's'=C' yz’ et les types 
dp =t, er= a, C=O, ie ps; 


4 


Soit maintenant p=2. Alors y+p=c=y7+w=l=0; comme ¢ 
et w ne sont pas tous deux =o, on a w=p =y=ret G est défini par 


pea btm, c=, da? = bra’, e= bras, 
a-"cd =e" ce= ca; Ca Ae ae, 
bao — "Cc ace—a ad — é€aé= a, c1bce= d-1bd =e be = b. 


(e2 dY c®)” et (e%' dy c2')—1 ez dy c* e2 dy’ c®' s’obtiennent en faisant ay =a,=a 
dans les expressions trouvées pour p > 2 (1). En particulier 


(ez dy c®)? = ey2 byy+hz qby +ls+u+uly+s)+iys (3¥ +3), 


Pour que ad0=a', al bv=b', cwbvav=c', ezdyctbbar=d', 
e2' dy cx’ bB’ a* =e' engendrent G et vérifient les mémes équations que 
a, b, c, d, e ot. v, 6, 4, € sont remplacés par v’, 6’. d’, ¢, il faut et suffit 


qu’on ait 
Ey—niso, ys—zy's0, weo, 
wei, Q=Hys=y's'=0. 
a) vy tho =0'7,4+-'7), vy + he =U n+ 7, 
(4) ( dy4+Cst+ar(iit+yts)y=Ob+ VE, 


by lw tet y+ 2)SHCE+NE,. 
wy + s)Sw(y'+s')= i, ys'—azy'=w- kp, 
C10), u=U,+ U2,+ 4, 


(') Pour p = 2 G contient toujours le g,« abélien j a, 6, c, de}. 
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U, et U, ayant le méme sens que pour p> 2 et & étant un entier. On voit 
que y+3=y'+ 2'=1 et que, par suite, (4) se réduit a (1) (ot e’=0), 
d’ot encore D= D’, D et D’ ayant le méme sens que pour p > 2. 

Si y =32'=0, (3) donneA=v’, v=N, et (4) CH tv’, 6=0+ Xe. 
Si z= y'=0, (3) donne A=N, v=v', et (4) 6=04 VE, C=O aN. 
Donec Ay =d'v', A+ ¥=N+Y' et, si Av =o, on peut supposer =o. 

Sth =v =, donc d’= y'= 1, on peut faire C= 0 et supposer C=C =o. 
Alors D=6 et l’on a les deux types 


d?= ba?, e2=b 6=0,I. 


St hy = 0, on peut supposer A = = 0. Sih-+yv #0, v=1 et l'on peut 
supposer 0 = 0'=o0. Comme D=Z, on a les deux types 


at—"b" e=as, = Oy vik 


St.A+v=0, v=o=v'. Alors 66 =d'C', 6+ C=6'+C' et, si 6 =0, 
on peut faire C'=o0. D’ou les trois types 
@=e=a; a= ae, e=t1, = Ay Te 
158. Figure (1)(11)(11). Un groupe G de cette figure aura pour équa- 


tions, d’aprés les types trouvés (148) pour la figure (11) (11), 


aP=}, bp = ab, cP= ay, dp = eva’, eP = ch bral, 
cbc = ba’, d—' bd = ba‘, d-!cd=cap, e—'be = ba?, 


e-lce=cat¥, e-!'de=dcat, b-!ab=c—'ac = d-'ad=e—ae =a, 


v, 9, 4 prenant les systémes de valeurs suivants que je numérote comme 
les types correspondants du n° 148: 


(5') SS ile Gio: i oi ae th 
On) ror = Op IN it: Fas Pe 
(9) ViE=T0. Giri 0% fore Oe 
(8’) Wiss tip §=0, Neo } ee oY 
ge) Vian les ia, A= 0, Li 


Pour que }a,6,c,d\ soit d’ordre p*, il faut et il suffit que x» =pv=o0 
(p22). En adjoignant e, les conditions pour que G soit d’ordre p® sont 


%=0, y+o=y, yteb+ p§+ At =o, bY + Ay =o. 


Pour que l’invariance de e“dc*by entraine la nullité modp de wu, z, 
x, y, il faut et il suffit encore que pe — ty Fo. 

Les conditions obtenues sont contradictoires dans les eas (5') pour 
p= 2, (6') pour p> 2, (7’) et (7”). Il est clair d’ailleurs qu’on peut tou- 
jours supposer ~ = 0 en prenant caé% pour c. 
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On a (34 =0 pour t¢< 0) 


(e%d2cy bx) 
= ev dezcry Hus 2 ie thea 


j z(t — 1) v—4 wo at Mise v—1 ta(ts— 
(quart Quy +s —S— + pys+tes) Zo t+utsSo Dot+pus*Yo Lot+pudo ta(ts—1) 


<a 


(e% dz cy bt)p= Clu+v3+euz bu glu+bs+yy+Bha 


“u(u—i1 
2 


) 3(z—1) 
+pys+Txs+pu ) 


2 


(Wnts — pus?) + € ( que + buy +s 
<a : 


(e' d= cy b®)-1 e& d2 cy b* et’ dz cy bX’ = e% dz cy+2y'—uz' hx qv, 
= (ys' —2y')+7(x3'— 2a')+ o(xu'—ua')+b(yu'—uy')+p23'(u'—w) 
u (u'—tr) ri 
2 


u(u—tI a(3—T1 a'(z'—t1 
ef ) 4 pu! ( esr ( ye 


+03 
i 2. 2 : 2 


Pour que a%=a',cibbar=b', cr bP al=c', etdtbyctak=d, 
e” d= cy b® ak = e' engendrent C et vérifient les mémes équations que a, 
bc, da, €10u,...., Y sontiremplacés par p', ..., V (a priort v' =v, 0’ = 0, 
’=d), il faut et suffit qu’on ait 


ao, §n'—t' #0, us'— su Fo. 
(1) BE+ yn = af; Bt + yn’ =27', 
Ri ) 9u+yve+eusz =v7'+ Jp, Au =vt'+ lp, 
2) | : ; 
1 Ouf+vs'+eu's’=0n'+Aq+/'p, Lu'= 08+ AE + Up, 
Jy + l0+Cu+6s+yy+ bar 
4 u(u—t) 3(3—1) 
+e(guat buy + $s ———— + pys+ tvs + pu——— 
+e(bu2?z—ous?)=hy+ 40, 
oui. fae 
Url b+ Cu'+63'+ yy'+ bo’ 


u'(u'—1) 


Fp 
1 3'(3—1 
ey (¢ wa’ +bu'y'+ Ys! +oy's'+ta's'+ou' ston ) 


+2 (Uu'2s'— pu'sz")=h'0+hh+ 28’, 
4) \ n(ez+yu)+i(tz+oujyHar', ai(ost+bu)+i'(ts+9u)=a9’, 
I n(os'+ub)+i(es’+ouw’)=29', 7/(o2' + bu +i (c3'+o9u)=ay’, 


(5) sw—us'=7/+) rp. een ry tr B+U=k+Nh’. 


Considérons d’abord le cas (8') pour p>2. (G ne contient alors 
aucun e,:.) En prenant u=9, 2=— bw, u’=—t, 2'= 9H, on peut 
faire p' = 9'= 0,7’ = ’=1 et B'=1si B HO; B’ est =o avec B. Sc B HO, 
(3) permet de faire 6’ = (= 0, d’ot le type 


6?)'= a, CPi= dP eri 1, 
dbd=ba, A NCdi— oC, e-!be = b, C\ce'= ca. 
Ss. , 10 


p<? 
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St ®@=o on a 6=w?d,, et il faut ensuite distinguer (7, 7’, J, l' sont 
Nhe ee 


ici =o). Pourp >3 on a 0'=C=0 toujours et seulement si.6 = € =0; 
si 640, on peut faire C’= o et, sié=o, on peut faire C’ =1, d’ot les quatre 


types 
bP'=TCR=si5 dp= ae, er= as, 
d— bd = ba, Ca 1Gr e"be=b, Ca CC — Ca, je) 
(O = NeavecuG=08 0 ==Ona vec iG —=10nme) 


Pour p = 3, c’est 6+1 et 6’+-1 qui jouent le réle de 6, d’ et l’on a les 
quatre types 


B= 3b = r a= a, (Gh a, 
dbd= ba, da Cac. etbe= b, CaCl Cn 
(O=05 I avec G07 6 =D pAVeC) G=— Ones) 


Dans le cas (8') pour p=2, on ag=Uv=y=1, o At. En échangeant 
au besoin d et e, on peut faire t= =0, p=1. En faisant y’= 1, 9’ = 

‘=, Y=, on peut faire encore ~p'=C@’=o0, et lon a 0'=6. D’ou les 
deux types 


(SM te Caan a= ae, e2= 1, 
dbd=b, dC Ca. ebe = ba, €ce= ca. O00 a) 


Dans le cas (5') pour & >2,0nap=o=0, Y= =—t=1. Faisons 
= 0, d’ot le type 


p=9=0, (=V=—T Saar pourra faire B'= ¢’= 


bP=1, DR (07 OND, CLO, 
dbhd= ba, daca — cs Ga be b, Cu Cei— COs je 


Dans le cas’ (6') pour p=2, ona y=p=o0=0, t==1. Faisons 
y=p'=9'=0, /=V'=1. On aura f' =f, u=o. En prenant 7=z on 


pourra faire 6’= @’= 0. D’oit les deux types 


b2= ab, c= dt=t, e=b, 
dbd = ba, aca 1c etbe =b, CaCe—iCa, 6 i=". 


Pour 8=1, Ga exactement 4 gs cycliques, | e | et } ec { formant un sys- 
téme conjugué, } ed{ et } ede { formant un second systéme conjugué. 


159. Figure (1)(1)(1) (11). Un groupe G de cette figure sera défini, 


(*) Pour 6=0 on a (ed)®=1, db edb = (ed)*, d edd =(ed)=". On retrou- 
vera ce groupe dans les compléments sous le nom d’holomorphe de | ed {. 
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d’aprés les types trouvés (150) pour la figure (1) (1) (11), par 


ar=1, bp = ab, cP= beay, dp = ce bva®, 


ep= brat, 
6-46 = ¢ac= dad = eae = a, 
c-lbe = ba*, dbd = bat, e— be = ba?, 
d-‘cd = cap, e-!ce = cha, ede = dca?*, 


y et d prenant les systémes de valeurs suivants 


v=I1, =o; jae OF 
MeN an ee 3) 
vie Ne aT. Lo. 
v= 0, i= i Sy A Fi 
v=0, A=0, pa 2. 


Pour p = 2, Gaun ej, (141) et rentre dans un cas traiteé. 
Soit done p>». En prenant ba pour 6, caé pour c, on peut faire 
w = 7 =o. Pour que G soit d’ordre p', il faut et suffit (19) que 


Pian 


2 


x 


ll 
ll 
» 
-6 
I 
°o 
if 
I 
So 


y+ + e'=0. 


Pour que le central de G se réduise 4 | @{, ce qui assure a G la figure 
voulue, il faut et suffit que 9 soit Ao, et, en prenant a? pour a, on peut 


supposer 9 =1. Les conditions qu’on vient d’obtenir réduisent les équa- 
tions de G a la forme 


aP= bep=1, CR a=, dp = b-=' ab, eP = ah, 
(et) = BONGO CE Ee 
aba — (Ge "bc 0. e-! be = ba, 


ad-'cd = cap, e-!ce= cb, etde=dc.| 


On a par récurrence (en faisant 2 ¢ =o pour t <o) 


(e% dtcy bx) 
v1 w(u—1) ye-4 2 yt 
Beta sigs yt, eee Do t+z shone t+uis Dg Dot 
=e ZC “0 
w—u a(u—1)(u—2) eat 2 u(u—1 —2 yt tt 
[mrty — thys+s ee do | wtytaus aad Do Yo t+pust hy Do 
xa 
v—1 ts(t{s—1 V3 et wot 
pude=o Se usBy Do Lot 
<x a 


? 


(e% d2 cy b®)p = hb? wt 2—2) qQitt+lu+re(uty—y—z — pus?) 


p>; 
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et 
(e%' d2' cy’ bx' )-1 e% dz cy b& e&' d= cy' bx' 


u'(u'—1) —_, u(u—1) 


w+yu'—uy' +s a 
: "i 2 sae mer 


= et dzcy+zu'—uz' § 


? F u(u’—1)(u'— 2) u(u—1)(u—2 
Veoul—ua'4 5S _s , 
8) 


Pour que a’=a', Bia’ =—6', ciblaM=c', evdecybtat=—d, 
e”’ d2' cy’ bx' a® =e' engendrent G et vérifient les mémes équations que a, b, 
c, d, e ot 3, f, 9 sont remplacés par 6’, @’, 0’, il faut et il suffit que l’on 
ait, en observant de suite que d'—!b'd'= b' donne u = 0, 


O&n #0, su'H4o, 2 =e', e's=e 


(1) Og Pg aie = z'— pu's'2) = 6¢', 
U ' 
' CA 
enz=%0', Ew=6, qu'=é, ee +é'u'+o7s'=0', 
! ' 
u(u —1) ' 
ou = 7 + lp, yu+s =, V—cl=0". 
2 


Soit d’abord p> 3, donc 6=s3u'?, 6=0'w3, 93 = ¢'u. Si p Ho, on 
pourra toujours faire p’=1. Soit donc p = p’=0 ou 1. 

Soit6 #0 et§ = g?, 0'= g”’", u'= eg". (1) permet de faire C’=0 et l’on 
a D—D'=3U modp—1. Si done p#imod3, on peut faire D'= 0, et 
Yon a les deux types. 


Chi== we (aP == 0) er eS CO COP On ee = ee 
Sit p=1mod3, il faut D'= D mod3, et l’on a les six types 
cP=1, dP=a®, eP=1, d-'cd=caP, $=1,8,87, p=0,1, p=1mod3. 
Soit 6 =o, donc 6'=o0. Pour 9 =3, onaf=u''t’. Sidonc C=0, ona 
le type 
cP= dP=eP=1, dca — ca. 
Sti C=g4, C=e", donc Z—Z'=4U modp—t, on aura: pour 
(') Si G contient un Sys abélien A, A contient {a@, 6, c} (133). Mais, e“d 


n’étant permutable a c que pour uo, pt =o, A n’existe que pour p =o, et 
alors A = | a, 6, c, d} est Punique g,« de G. 


a 
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p—t=2mod4, Z'=Z moda, d’oi les deux types 

CPi er—=1, eP=as, d-cd=ca, C=1;g, p=3 mod4 et >3; 
pour p—1=omod4, Z'=Z mod 4, dot les quatre types 

Chea ou ech —a6 dca — ca, C=1, 2,22, £3, p=rmo0d,. 


Pour 9=0, C s’annule avec € modp et, si £ #0, on peut faire f’=1, 
d’ot les deux types 


=), 3=6, §=su', F=0u, oz=0', 
(2) ts=y—VH Osu’, 
3 82'+ Cu — s'— pu’ s'2?=C' su 
> p - ’ 


n(u’—1)+ Fu’ + ens’ =0', 
yu +3(u—1)=8. 


a 


L’élimination de =’ entre les deux derniéres donne 


y—V=s(1—w') — o's, 
en sorte que (2) peut étre remplacée par 
(4) o3'= 6’—1— w' (6 — 1). 


Comme dans le cas général, on peut supposer p = p'=0 ou I. 
Sott 9 = p' =1, done z =1. L’élimination de z’ entre (3) et (j) donne 


(1+ Yael + (80, 


et, lorsque cette condition est vérifiée, (3) donne pour 3’ des valeurs 
réelles, De plus, wu’ s'éliminant avec z’, on pourra prendre u' 4 o. 
Si (6 —1)?+ £ =o, on pourra faire 3’=1, ¢’=0, d’ou le type 


(a beet sas Wa 9 dm je d—-cd= ca. 
St (6 —1)?+ ¢ =1, on pourra faire 3’ =o, ¢’= 0, d’ou le type 
(ot SAY yea aT. de CO Cte 


Si (6 —1)?+ f = 2, on pourra faire 6’ = 0, {' =1, d’ou le type 


(foe et= as d-cd = ca. 
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Sott p = p'=o. Alors, d’aprés (4), 6’—1 s’annule modp avec 6—1t. Si 
N a « 7 ' Cwaict 
0 AT, on pourra faire 6’= ¢'=0, d’ou le type 


Cate Cor GO Nodi ce 


Sié=1, ona d’=1 et €=2/, d’ot les deux types 
ds = b-1a, e=as, d4cd=c, Ci—=!OeMs 
—s 


NOTE I. 


Sur les groupes de mouvements ('). 


160. Soit » une transformation des points de l’espace remplagant chaque 
figure par une figure égale, ou chaque figure par une figure symétrique ; 
vw. sera dit, dans le premier cas, mouvement propre ou de premtére espéce, 
ou déplacement, et, dans le second cas, mouvement impropre ou de 
seconde espéce (*). 

Un mouvement impropre est un déplacement suivi d’une réflexion sur 
un point ou sur un plan, en appelant ainsi la transformation qui remplace 
chaqne point par son symétrique relativement au point ou au plan (la ré- 
flexion sur une droite serait une rotation ). 

Ces mouvements, lorsqu’on les compose en les opérant successivement, 
forment évidemment un groupe ot les déplacements forment aussi un 
groupe. Un produit de mouyements est propre ou impropre suivant que, 
parmi ces mouvements, figure un nombre pair (20) ou impair de mouve- 
ments impropres. Un groupe de mouvements sera dit tmpropre ou propre 
selon qu’il contient ou ne contient pas de mouvement impropre. Les mou- 
vements propres d’un groupe impropre G’ y forment un groupe propre 
(groupe propre de G'), et, si s est un mouyement impropre de G’, on a 
G'= G+ Gs, s-1Gs = G (50, 57). 


(1) Cf. JORDAN, A. D. M., serie 11) t. Il, peex6g-1560: 

(7) L’expression analytique de p est une substitution linéaire qui, en négligeant 
les termes constants, est orthogonale et de déterminant égal a 1 si p est propre, 
a —1 si p est impropre. 
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[61. Siun mouvement p transforme une figure fen elle-méme, on dit que p 
appartient a f et que w est un mouvement ou une symétrie de f (en élar- 
gissant un peu le sens du mot symeétrie). Les symétries de f forment évi- 
demment un groupe 4 (groupe total de f) dont le groupe propre G(SG) 
sera dit groupe propre de f ou simplement groupe de f. 

Inversement tout groupe G de mouvements est le groupe total d’une 
figure qui est dite appartenir @G. En effet, Vensemble f des transformées 
P= 91, Pr, Vy, --- dune figure quelconque © par les opérations 1, 2, 
y,..- de G est évidemment transformé en lui-méme par G, et tout mouve- 
ment qui transforme 9, en 9), étant complétement déterminé, coincide avec 
Pélément 2! y de G. 


162. w étant une réflexion sur un point O, 7 une réflexion sur un plan H 
passant par O, 9 une rotation d’angle x autour d’un axe normal a H en O, 
on a w = 42 = 97. Considérons le produit 7' de deux réflexions 4, 4/ sur 
deux plans H, H’: si H et H’ se coupent, 77’ est une rotation dont laxe 
est situé sur leur intersection D et dont Vangle est le double d’un quel- 
conque des angles dont il faut faire tourner H autour de D pour Pappli- 
quer sur H’; si H et H’ sont paralléles et distants de d, q7' est une transla- 
tion égale a 2d, normale a H et dirigée de H vers H’. Le produit ww’ de 
deux réflexions w, w’ sur deux points O, O' distants de d est une transla- 
tion égale a ad. dirigée de O vers O'. 

Deux translations sont évidemment toujours permutables. é élant une 
¢| sa grandeur absolue, par ¢, & étant réel, 


translation, je désignerai par 
une translation paralléle a ¢ et de niéme sens, de grandeur | ¢}. 
o étant une rotation, je désignerai par 9 sun axe AB dirigé dans un sens 


a “N\ . . 
arbitraire, soit de A vers B; par 9 langle de la rotation pris avec son 
signe, le sens positif (pour un observateur ayant les pieds en A et la téte 
en B) étant arbitrairement choisi (je prendrai celui des aiguilles d’une 


montre), par 0”, & étant réel, une rotation d’axe 9 et d’angle ko. Une rota- 
tion d’ordre 2, 3, ..., n est dite binaire, ternaire, ..., n-atre. 

Tout déplacement est le produit ¢9 d’une translation ¢ et d’une rota— 
tion o dont l'axe passe par un point arbitraire, ce point déterminant com- 
plétement ¢ et o. 


163. Soient z, 8 deux rotations d’axes concourants en O: 48= y est une 
rotation dont Vaxe est pris dans un sens arbitraire suivant l'intersection 


a7 “N 
des deux plans.obtenus en faisant tourner le plan (a, @) de — } autour 
— Pg. —_ A 
de z et de 4% autour de (, et dont langle est le double de l'un quel- 


conque des deux angles dont il faut faire tourner % autour de y pour 


eas eis iN 3 
l'amener dans le plan (8, } ). SiO esta Vinfini et si. x +8 est un multiple 
de an, y est a Vinfini. Soit A’ le transformé par § d'un point A de a: ¥ est 

4 “~“ i 4 . come 
une translation de grandeur AA'= 2d sini (détantla distance de a, %) 
dirigée de A vers A’. 
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164. Sidone ¢et ¢’sont deux translations, 9 eto’ deux rotations, et sito =¢'0’, 


— Z aN “S 
@ et o’ sont paralléles; en les prenant de méme sens, @ = 9’, et les pro- 
jections de 7¢ et de ¢’ sur 9 sont égales et de méme sens. 9’ a une position 
unique pour laquelle ¢ lui est paralléle, et alors ¢’p’=o'¢. Ainsi, 
t = t' fe at 
Csi (10 


ar 


t') =a est un déplacement hélicoidal; p' et t' sont ses 


7 


éléments, et 0’ = a (que je prendrai de méme sens que ¢@’) son ave héli— 


coidal 


165. Soient a(¢, ¢) un déplacement hélicoidal et 4 une réflexion sur un 
plan H. 4¢p = p est le mouvement impropre le plus général. 

Supposons que H coupe a en O. Soit Oz la normale a H en O et Oy une 
droite normale a Oz et aa. Il y a sur Oy un point unique O’ tel que 
to=Vo', /’ étant une translation normale a H et 9’ une rotation d’axe pa- 
ralléle a 9. Or 7/’=7/ est une réflexion sur un plan H’ paralléle a H. 
Donec p= 14'p'= we", w» étant une réflexion sur l’intersection O” de H’ et 
de 9’, et 0” une rotation fixant O”. Done uv est le produtt d'une réflexion 1 
sur un Bee et d’une rotation », d’axe normal a ce plan. p= 2( 1, 91) 
sera alors dit rotation impropre d’éléments o,, 4, et d’axe w — ms On 
peut évidemment considérer une réflexion sur un plan comme une rotation 
impropre d’angle multiple de z. 

Supposons H paralléle a a. On aura o=Z'o', ¢’ étant une translation 
paralléle a H et Py une rotation d’axe situé sais Hisdone 2 —= 26 np. Or 


qe’ est une réflexion sur le transformé H’ de H par 2 et, ¢t’ pouvant se 
décomposer en une translation paralléle a H’ et une translation normale 
aH’, p est le produit d’une réflexion 4, sur un planet d’une transla- 
tion t, paralléle ace plan. = p(t, 41) sera alors dit translation im- 
propre (éléments ¢;, 4). 

Ainsi tout mouvement a une forme réduite qui est, soit un déplacement 
hélicoidal, soit une rotation impropre, soit une translation impropre. 


166. Soient @;(9;, ¢;) un déplacement hélicoidal ; p un point quelconque; Pi 
son transterme par a7; pir, ix les transformées de Pi, @ par ay. Il est 
clair que aj, ajay = Ay transforme Pr et Gif en Pik et et azz. Gomme la posi- 
tion relative de py, Pix aj. est celle de P, Pi aij, aj, coincide avec a) et 


“SN ~ e _ 
ev= i, || =|t; . Si done un mouvement impropre quelconque 4;a,, 
yi €tant une réflexion sur un plan normal a a@;, transforme a; en a, on a 
“NS “N 
prea pr er P= £0 i) 

Si a est remplacé par un mouvement impropre quelconque p= yy, 
v, étant une réflexion sur un plan H et p’ une rotation d’axe normal a H ou 
une translation paralléle a H, on obtient immédiatement des propositions 
analogues en observant que az! pa,=az' nap. az’ pax et que le trans- 
formé de pw par 4a, (jay représente un mouvement impropre quel- 
conque) est ag! qpqa,= az! pay. 
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167. Sile produit z8 de deur rotations z, 8 est une rotation, leurs axes 
OA, O'B sont dans un méme plan (je supposerai que OO’ est Ja normale 
commune a OA, O'B), sans quoi, si 8 = 8'7, 8’ étant une rotation d’axe OB' 
paralléle 4 O'B et ¢ une translation normale a OB’, l’'axe de 28’ ne serait 
pas normal a ¢@ (le plan obtenu en faisant tourner le plan (a 8’) de 48 
autour de p' est paralléle a ¢). Done, dans un groupe de rotations 9, 
g, ..., toutes les rotations concourent en un méme point O a distance 
Jinte, sans quoi le commutateur g—!og.o9-1 serait une translation. 


168. Le commutant ¢-!97.9-! d'une rotation g et dune translation Z est, 
d@aprés ce qui précéde, une translation, et de méme celui d'une réflexion et 
dune translation, 


169. Soient alors G un groupe de mouvements: ¢,, és, ... les translations 
figurant dans les formes réduites de ces mouvements (¢; est nulle si la 
forme réduite est une rotation impropre): 7, 72, ... les autres éléments 
de ces formes réduites; 9;, 92, ... des translations qui transforment 
chaque 7; en un mouvement analogue 7; laissant fixe un point O arbi- 

s i | 
trairement choisi. Les r; forment un groupe V de rotations propres ou 
impropres, et V est homomorphe a G. Le diviseur ®) répondant dans G 
a@ Punité de V est done nécessairement un groupe de translations. 

Soit Ole p. p.c. m. des 6;, des ¢; et de leurs transformées par G ou, ce 
qui revient an méme, par P. On a évidemment G0 =T0, 0 étant normal 
dans [@ et premier 4 Tl. Done tout groupe de mouvements 4 divise un 

I 8 vi J 
groupe de la forme V0, T étant un groupe de rotations propres ou im- 
propres permutables au groupe de translations 9 et mériédriquement 
homomorphe a G. Un groupe de la forme T@ sera dit groupe de Bravais. 


q ee > = la e - . a s 
170. Si G conttent un mouvement hélicoidal a(o,t) ow p est tncom- 


mensurable avecon et un mouvement yp autre qu'une rotation dangle t 
et d’axe normal a a, G contient un mouvement arbitrairement petit. 


En effet, on peut trouver deux entiers m,n tels que ng =2mn7+ 5 


(') Considérons plus généralement les 7 fonctions linéaires §,= Sf a, 2,+ 4; 
(i=1,...,73;7—<n) et les N” déterminations du systéme (z,, ..., @,) obtenues 


en faisant parcourir a chaque x, les nombres 0, 1, ..., N—1. Pour chacun d’eux, 
chaque |2;| est < ANn, A désignant le plus grand des |a,|, |0;|. Partageons 
5 OF 2ANn pee tee Na 

Pintervalle (— ANn, + ANn) en v parties égales 4 ———- II y a v" distributions 


v 
possibles des €; dans ces v intervalles. Si done on prend v"< N*, il faudra qu’a deux 


au moins des N” déterminations du systéme (a,,-..,@,,) telles que (aj, ..., 2p), 
" i. > + P 7 
(a1, .--, Zn) réponde une méme distribution des —,. Alors, pour 2,= 2;,— 2p, 
n 


2ANn 3 = 2ANn 
}€;| sera < aes En prenant pour y le plus grand entier < N”, |&,| sera < = = 


Nae 


> 


chaque |a,| étant << N, 
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J désignant, iciet dans ce qui suit, une quantité (non partout la méme) ne 
croissant pas infiniment avec n. Les axes de p-!a”u=a@ et dea-"xra"=y 


sont distants de fn et font un angle f. Ceux de y et de z-!vyx =@ sont 
n 


distants de fn et font un angle He. Alors, a une translation de grandeur 


absolue J prés, 3 équivaut aun mouvement hélicoidal z’ dont l’axe coupe y 
n ; 


et y—'z' est arbitrairement petit. 


171. SoitT un groupe de rotations presque finies dont les axes concourent 
en un point O a distance finie. 

Si ces rotations ont toutes le méme axe, elles sont toutes des puissances 
de la plus petite a, et T est cyclique (1). Si T est d’ordre n, Tr = Cy, est le 
groupe (une pyramide réguliére P,, a 2 faces, d’axe a. C’est une représen- 
tation du gy cyclique. 


172. Sil n’est pas cyclique, soitz=2,, 8 = 8, deux rotations deT d’angles 
37 24 : : ‘ 4 : : 
-—, — et de pieds A, B (en appelant pied d’une rotation le point ot son 
ree 
axe, dirigé de O vers ce point, perce la sphére S de centre O et de rayon ft). 
Supposons l’are AB=o minimum. Soient C le pied de «8 =y = yy 
; 2 : Nag: ; 
dangle —»> D le point of are AC coupe le cercle -l de centre A et de 

Gi 

rayon sphérique 9, M le milieu de l’are du grand cercle BD. Le triangle 
rectangle ABM donne cos ABM =cosgsin BAM et, puisque Von a 


ABMSABC =~, BAM =~, 0<@9 <=,cos~ <sin——d’oa ~+ | >-- 
Pp 2m > P 2 Ve BHO: 


» 


Pour 723, cela exige p — 2 (72, pet g sont) =2)) poun 7=—=9,, celapexire 
p=» ou 3. Ainsi un pied & distance minima d’un pied d’ordre 23 est 
un pted binaire et un pied a distance minima d’un pied binaire est 
d’ordre <3. Si done n23, ou si T n’a que des e2, ABC, rectangle en B, 


T ™ , 
donne (Ack = = | cos — = cos sin 
\ q 


Tv < . 
—, dou, comme tout a lheure 
q = ’ ’ 


I I I P ; Se? 
—~+—> -: Cela exige que le plus petit des deux nombres n, q soit <3 
n q 2 : 
et que, s'il est égal a 3, l’autre soit $5. 
Tout d’abord aucune rotation %' autre que 4 y n’a son pted B' 
P q ra ( 
dans ABC (en comprenant dans ABC ses cotés et ses sommets ). En effet, 


supposons z maximum dans I’. ABC sera rectangle en B, et, B’ ne pouvant 


(') Sil a des rotations infiniment petites, il peut présenter une infinité de 
types distincts (tous abéliens évidemment). Par exemple, peut contenir toutes 
les rotations possibles; ou bien il peut dériver d’un nombre queleconque de rota- 
tions 9;, ..., p, absolument indépendantes (15) (ce qui revient a dire qu’on ne 


peut trouver d’entiers m; tels que Xm, o,; soit multiple de 27). 
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étre dans .%, il suffit de montrer que la distance minima d’un pied a C 
est 2 BC. Si g = 2, B’, pour étre dans ABC, doit se trouver sur oA et, si 8’ 
est ternaire, $8’! aurait son pied dans bb. Si 8’ est binaire, ou si g > 2, 
faisons jouer a C, B’ le role que jouaient tout a Vheure A, B, et soient o,g' 


rg A Tv Pe ete ys 
les quantités analogues a 9, g. On aura cos— =cosg’sin—- D/’ailleurs 
q, df 
Tv ib mi 
ABC donne cos = cos BC sin — et q' est =n. Done cosg¢’ est Scos BC et 


n 
o'2 BC. 
Deésignons maintenant par B, le pied de a-!y—!, symétrique de B par 


rapport a AC. Dans chacune des quatre hypothéses g = 2 (dou o= aE 


z I ™ 
ee Se een oe sf eee a aire oe eee 
Gi Thi (« ou o=BCet coso= 7) f= 0 (a ol o= ae 
- Wr. 2) ee as 
n=5 ( dot cose = ————— |, on veérifie directement que les trans- 


V10—2V5 
formés de ABCB, par |, 8{ couvrent toute la sphére S, en sorte que les 
sommets de c's baadilatdees (C étant considéré comme sommet si g = 2) 
fournissent tous les pieds de T et que f=}, 8'. [ est le groupe de la 
figure formée par cette division de S en quadrilatéres. (C, est évidemment 


le groupe.d’une division de S en fuseaux.) 


173. Sig =2,0 =) 4%n,, 8{ =D, est encore le groupe du polyédre formé de 
deux pyramides réguliéres a 97 faces, symétriques Pune de Vautre par 
rapport au plan H normal a OA en O, et dont lune a son sommet en A, 
sa base en H et AB pour aréte. D,, est une représentation du g9, () =} a, b| 
défini (20) par a” = 62 =1, bab =a-!, a étant représenté par « et & par B. 
On remarquera que les n éléments 8z* sont des rotations binaires ayant 
pour axes 7 normales 4 OA se déduisant de l’une d’elles par des rotations 


: akn : ute ; é : 
dangles et fournissant ainsi 27” demi-droites normales a OA en O. 
a ED TE 
ja sled — iso lc, Luesteencore le eroupe auptetracdre 


régulier 7 ayant O pour Eerie et A pour sommet, OB et OC étant normales 
respectivement a une aréte aboutissant en A et a une face terminée par 
cette aréte; il est aussi le groupe du tétraédre <’ dont les sommets sont 
diamétralement opposés a ceux de 7. T est une représentation du gy» 
Gone) sdchnie( 20) par) a —10 == 16% —1, aa 00> C=) GC ==!) 
c-!be = ab, 2, 8, y représentant respectivement c, b, cb. 

Sig =3, n= 4, T =}ja, 8{= O est encore le groupe de l’octaédre régu- 
lier o ayant O pour centre et A pour sommet, OB et OC étant normales 
respectivement a une aréte aboutissant en A et a une face terminée par 
cette aréte; il est aussi le groupe du cube % ayant son centre en O, un 
sommet en C et une face normale a OA (done une aréte normale a OB). 
O est une représentation du gy, © =})G,d{ défini (20) par les équations 
de © (sous la forme donnée tout a l'heure) jointes ad? =1,dad=a,dbd=ab, 
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ded = c?, a, b, c, d étant représentés respectivement par 22. y-!a*y, y, 
y—! By. Soit t¢ le tétraédre ayant pour sommets © et les trois sommets 
opposés a C dans les faces de % aboutissant en GC; 7% le tétraédre dont les 
sommets sont diamétralement opposés a ceux de zc.’ Le groupe de zt est 
}a2, y{ = Tc: celui de t¢ est | a2, a-tya| = TG; 8 permute zc et te. 


175. Si g.=3, n=5, T=}, 6{=T est encore le groupe’ (d’ordre 60) ide 
Picosaédre régulier + ayant O pour centre et A pour sommet, OB et OC 
étant normales respectivement 4 une aréte aboutissant en A et a une face 
terminée par cette aréte; il est aussi le groupe du dodécaédre régulier de 
centre O dont un sommet est en C et dont une face est normale a OA. 
a et § vérifient a = 82=(a8)3=1. Soit I' le groupe défini par ces équa- 
tions. Tout élément de I’ est de la forme p = a%89718.... Or (a3)3=1 
donne 48% = Ba 8 dont le carré donne 


(1) a3 42Ba = B23 ou a3 BarBa = «2B a3 


et le cube 


ou, en prenant les inverses, 
\ 38 43 b — 3 
a* a3 Bas Bat = Bas GB. 


Done on peut réduire le nombre des @ de pw si un des x; (ol 721) est 
=-+1 mod5 ou si deux a; consécutifs (ot 721) sont =+2 (mod5). De 
plus, Si-2;, Viaa, ... SOML respectivement egaux 23,2 03,02) ..COUmomos 
3,2 3, ...), on peut, d’aprés (1), sans augmenter le nombre des §, les 
ramener a 2, 3, 2, 2, ... (ou a 3, 2, 3, 3, ...) puis diminuer leur nombre. 
Done, en réduisant au minimum le nombre des {, on n’a, pour les éléments 
de I’, que les 60 formes possibles a7, at Bay, atBa2Bay, at Bar BadB (on 
vérifie directement que chacune des 25 formes a” 6a? 8038 ay coincide avec 
at+1Bq28%38a.+1 et que par suite les 25 formes se réduisent aux 5 ot 
y =0). Comme I’ est 21 (66) on voit que ['=], et les 60 formes obtenues 
sont distinctes. 

I est aisé de voir sur la figure de licosaédre ou du dodécaédre que I a 
6 gs, 1u 83, 15 ge (les élément fournis par ces groupes étant au nombre 
de 60, I n’en a pas d’autres) et que les gs sont tous conjugués ainsi que 
les g, et les g» (82). 


176. Connaissant tous les groupes de rotations, on connait par la méme 
tous les types de diviseurs de chacun d’eux. En particulier tout diviseur 
dun groupe diédral est cyclique ou diédral (51) et, aucun diviseur de | 
ne pouyant contenir tous les conjugués d’un de ses éléments, I est simple. 
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/ 
177. Tout groupe impropre finiG dont le groupe propre [ est un groupe 
de rotations s’obtiendra en prenant pour Tun des groupes obtenus et en 
lui adjoignant un mouvement impropre s qui lui soit permutable. Or soit 
s = tw, w étant une réflexion sur O et §=£(0,7¢) un déplacement héli- 
coidal. T, d’aprés les formes trouvées, est toujours permutable a w. Done 
il Pest a &. Si T n’est pas eyclique, — fixe O et est une rotation. Si T est 
eyclique = |z{,on peut seulement conclure que 9 est sur OA. Mais comme 
tw est une réflexion sur un point O’ de OA, on peut encore, en sla a 
O par O’, supposer que — est une rotation. Ainsi G divise }T’, w{, P’=3}T, | 
étant un des groupes trouvés, et, en partant des groupes }I’,w{, on aura 
tous les groupes G=}jIT,s{ en prenant pour [ un diviseur normal (50) 
de [ et pour s=£w un élément de I’m. On peut évidemment, dans ce qui 
précéde, remplacer » par une réflexion 7% sur un plan H normal en O a OA 
si T est cyclique, diédral ou octaédral, a OB si T= T ousi T =I, 


17S 0 De — C—O Aa Pau me O..92=1 eb 7eipair 2, 
Gestun oy cyclique C,, engendre par la rotation impropre 2,. Pour #= 1, 
y =0, G=}an, 4 |= C4 est une représentation de ,=})a, b| défini (20) 


par a*= 62=1, ab=ba, a étant représenté par a, et 6 par q. Soit 
hxu+ky=d,d étant le p.g.c.d. de r=ld, y= md (10). G contient 


nkat. Si k est pair, G contient «4 done 4a)-”¢= 7 et rentre dans le 
type Cf. Si & est impair, G=}2/@, 424 '. Si Z ou n est impair, G contient 
encere 7 et rentre dans le type C%. Si Zet m sont pairs, G=} qa! rentre 


dans le type Cy 4, 


479. Si l’=D,=})¢,,8|, G a, en néghigeant les bee déja obtenus, lune 
des formes }a%, Ba¥, naz|, jaz, Bat, nhaz |, } az, 480%. La seconde rentre 
dans la premiére (483,82), est de la forme 423,) ot lon peut supposer 


y =, en prenant au besoin 6a), pour générateur au lieu de @. Si dans 


celte premiére forme on fait 2 =o, z= 1. et si lon suppose 7 pair = 2, 
ona le type } 4%, 6{ =} Cay.,, w| = Day, qui estune représentation de Day; 
si Yon fait z=1, 2 =0, G=)Dn,n{=D est une représentation de 


Qn aoe woOekninC 20s pare a— b= C=, 0a0 = a—", cac—ia; 
cbc = b, a étant représenté par 4,, 6 par 8, e par 4. On voit, comme dans 
le cas de I’ cyclique, que la premiére forme de G ne contient pas d’autres 
types. La troisiéme forme, oi 43 =6 est une réflexion sur AOB et 627 une 


eee ; TS ; 
réflexion suv le plan obtenu en faisant tourner AOB de =? Tentre, en pre- 


> 


nant 04;, pour générateur au lieu de 6, dans le type }4,, 6{= C,, nouvelle 


représentation du groupe diédral (62=1, 64,6 = a;!). ; 
n make 


Considérons la réflexion w = 7? sur O et la réflexion 6=78 4,=w8 a, ? 
T 
sur le Ree. obtenu en faisant tourner AOB de sn? ct posons } an, CMC 


) Dz, 0{= LD, on D®. ce représente cb,, comme C7, et coincide 
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avec C4 toujours et seulement si CG} contient w, c’est-a-dire si m est pair. 
Si nest impair, CP = Can, (wWa,1 = q42,). D? représente (;, comme D}} 
et coincide de méme avec Dj} toujours et seulement si 7m est pair. 
: : A; ( 5 Peer 
Sin est impair, D? = Deny. D} représente ® =} a, 6,c| défini (20) par 
at*=b2?=c?=1, bab=a-—, cac=a-', cbhc=ba, a étant représenté 
para,, 6 par 8, ¢ par 9. Sin est pair (alors (= 2, pour n>2 etD= Hj, 
POUT erene—= tn.) po = Depz,,. Si nm est impair, (alors () = @®)), po =a, 


wa-1 


@ = Oa, acid) 


180. Soit [’= T et s = &w. En prenant pour L le g, de T (c’est le seul 
diviseur normal (50) >1t et <T) et pour un e?(sié était d’ordre 3, G con- 
tiendrait |, s?|= T) on retombe sur des types précédents. On a donc le 
seul type nouveau }T, wo {= T=) T, 7{= T4 (ici 4 = Bw), représentation 
du groupe G’ (20) produit direct de G (représenté par T comme précé- 
demment) et d’un eg représenté par 7». 


181. Soit f’= o. En prenant encore s sous la forme m, on retombe sur des 
types précédents, si T < To (Tc =| a*, y{; je poserai a2= ap, y-!a2y = By 
en sorte que T¢ représente ©, %, 8), y représentant respectivement a, 0, ¢, 


ou si=1. Si l=T¢, on peut prendre pour § un élément quelconque de O 


° 

hors de Te, et tous fourniront le méme type, G contenant PEw; en choi- 
sissant donc pour s la réflexion 6 = 489% (ici 4 = wa?) sur le plan AOC, 
on aura G=}T¢, 6|=T9; c’est le groupe total du tétraédre dont T est 
le groupe propre. Or, d’aprés le cas précédent, 4 est permutable a tout 
élément de Tc, et la figure montre que 6y4%8)= 23. Done 8498 = a, 
9890 = a By et T9 est une représentation de O, %, Bo, y, 9 représentant 
respectivement a, b, c, d (20). 


182. Soit [’=I1.1 étant simple, on n’a qu’un type nouveau } 1, w{=)1, q{. 


183. Soit @ un groupe de translations /inzes. Les translations de 0 paral- 
léles a une direction Ox formant évidemment un groupe 0 formé des puis- 
sances de la plus petite d’entre elles a(!). Si@contient un groupe 0, =} b{ 
de translations paralléles a une autre direction Oy, choisissons Ow tel que 
|a| soit minima dans le groupe Oxy des translations de 0 paralléles a 
xwOy et Oy tel que la projection de & sur une perpendiculaire 4 Ow 
dans 2O y soit minima en valeur absolue dans 0, ). Alors toute transla- 
tion de Ox, est dans \a,b{ soit u dans @,z) hors de} a,b {. Divisons rOy en 
parallélogrammes de cétés paralléles 4 a, 6 et égaux a|a|, |b], O étant un 
des sommets. uw amenant O en un point qui n’est pas un sommet de paral- 


(') Si ®, contient des translations infiniment petites, @, pourrait avoir une 
infinité de types distincts (171). 
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lélogramme, on pourra trouver des entiers ) et w tels que wahbe ameéne O 
en un point plus voisin de Ow que & ou en un point plus voisin de O 
que a, ce qui contredit Phypothése. Si ® contient un groupe }c| de trans- 
lations paralléles a une troisiéme direction Oz, choisissons Oz tel que |a| 
soit minima dans 0, Oy dans Oy comme précédemment, Oz tel que la 


projection de c¢ sur une perpendiculaire a Oy soit minima en yaleur 
absolue. On voit alors de méme que 0 =)ja, b,c |. 


NOTE II. 


SUR LES MATRICES ET LES SYSTEMES LINEAIRES. 


Geénéralités. 


is45 Le Vableau a= (7) (2=1,..., m3 k=1,...,7) des éléments @;, 
appartenant a un champ quelconque (24) oti indice ¢ indique la ligne et 
Vindice & la colonne se nomme une matrice de type (m,n). Sim An, la 
matrice est dite rectangulatre. Si m =n, elle est dite carrée d’ordre n, 
ou simplement matrice d’ordre n, et, lorsque aucune confusion n’est a 
craindre, on dit souvent déterminant pour matrice; le déterminant des «;; 
se désigne alors par|a| ou | a, 


. Deux matrices (a;;), (Bi,) de méme 
type sont dites égales si aj, = Bix. 

Soient « une matrice de type (m,n) (m<n), 6 une matrice de type 
n—m,n),yla matrice d’ordre n obtenue en écrivant 8 au-dessous de «. 
Dans le développement de | y| suivant les déterminants d’ordre m de z, le 
coefficient de chacun de ces déterminants sera un déterminant d’ordre 


n—m de $ (Vordre des colonnes dans ce dernier déterminant dépendant 
de Vordre des colonnes dans le premier): ces deux déterminants seront dits 
correspondants. 

Une matrice dont tous les éléments sont nuls est dite nulle et se repré- 
sente par 0. On dit qu'une matrice % = (a) est diagonale oua la forme 
diagonale si les a;, o1 1A Kk sont nuls (les a;; sont dits éléments diago- 
naur yet 1onvecrit «= (Caz) = (01,2, ...) (4; = a7); Sl, En outre, les x; 
sont tous égaux a 1 et si a est carrée, «est la matrice unité d’ordre n : 
je la désignerai par e, = (e,) = (&) =e. 

Une matrice p formée des éléments communs 4a certaines lignes et a 
certaines colonnes d’une matrice quelconque ~% est dite une souws-matrice 
(ou un sous-déterminant, si elle est carrée) de a, et « une surmatrice (ou 
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un surdéterminant si elle est carrée) de p. Si les déterminants d’ordre + 
d'une matrice ne sont pas tous nuls, ceux d’ordre r +1 l’étant tous, 7 est 
le rang de ja matrice (ou de son déterminant, si elle est carrée), 


185. «= (ai,) et 8 = (Bs,) étant deux matrices de types (m, nr), (m', m) 
respectivement, la matrice y =(yiz) de type (m,n) ot yin = Up Bray 
(J =1,..-,m) est dite produit de x par § et se désigne par «8 (l’ordre 
des facteurs n’étant pas indifferent; si m= m'=n et si 28 = Ba, a et B 
sont dites permutables ou échangeables) et l’on vérifie directement que 
la multiplication des matrices est associative (!). Si, par exemple, p étant 
un entier inférieur au plus petit des trois nombres m, nm, m’, 4;4= 0 pour t 
ou &>o sauf que a;;=1 (7 > ) et si 8;,—0 pour z ou Lo saut que 
Big = 1 (USP), on aura Yi~ = 47, pour tet KL 0, yin = Bix pour tet k >op, 
les autres y;, étant nuls. Si alors « et B sont carrées, y = a8 = Ba est dite 
décomposable et composée de a = (az) (t, kL 9) etde B'=(8;,) (1, kK >). 
Je dirai abréviativement que y est le produtt des deux matrices compo- 
santes 2’, 8’ (dans cet ordre), et l'on voit de suite ce qu’il faut entendre 
par matrice composée de plusieurs autres et par produit de plusieurs 


/\ 


matrices composantes (prises dans un ordre donné). 

Désignons encore d'une maniére générale par 6/'?,5) ce que devient une 
matrice 6 = (6,;,) quand on y échange les lignes de rang 9, ¢ par 6%/\9) ce 
que devient 6 quand on y multiplie la o*"* ligne par h, par 6/2,9-4) ce que 
devient 6 quand on y remplace Don (k Ste, hyo fib) OENS Cok hOgx : on dit 
abréviativement dans ce dernier cas qu’on a ajouté a la o™* ligne la ome 
multipliée par A, ou, sans préciser, qu’on a opéré une addition de lignes. 
Soient 6¢(9,9), 6%,clp), delp.9,%) les résultats obtenus en opérant de méme sur 
les colonnes. On aura ae4\?%) = allp.o), ef!) q — xelp.a), gehts) — qhjU(p), 
el) gy — ghjelp) gellPr OA) — glip,o.h), ef(Pr Fh) g — gll,o,r), 


186. Soit « =(a;,) une matrice d’ordre nv. Si l’on pose ay; = 2;%, (aix) —a 
est dite transposée de a. Si a = 4, a est symétrique. Si 44; = — az, & est 
alternée. Siy = 28, 8 étant une matrice d’ordre n, yi4 = 2; Bry ayi = Dyas Byx 

ean ee ae ‘ Aki ; 
ou (28) = Ba. Si |a|4o, la matrice (aj,) ot af, = yi Aj; étant le 
| 
coefficient de x,; dans |a|, est dite Vinverse de « et se désigne par 4-1 


(a sera dite alors invertible); a-!% =a-!%=+. La matrice g-!= 4! est 
Vadjointe de « et (a8) '= a 16-1. 
a, 8, y étant trois matrices d’ordre n, et B, 7 invertibles, Bay est dite 


équivalente aa par 8, 7; 848 est dite congrue a a par B, et 8-148 trans- 


(7) Si a; cy désignent les matrices de types (1, n), (m, 1) formées par la 
veme ligne et la k#*™* colonne de a respectivement, on peut écrire y,, = Zt Cee 

Lorsque l’on n’a pas en vue la théorie des substitutions on définit souvent le 
produit «8 =(y,) des deux matrices « de type (m,n) et 8 de type (7, n’) par 
Péquation y, = D)a,8;,. 
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formée de z par % et aussi semblable a x. a! est congrue a % par a-!, 
On remarquera que ladjointe §~!2—! 8—! de 3a8 est congrue a l’adjointe «-! 
de a par ladjointe de 8. 


187. x=(ai%), B=( Bix), Y= (Yin) tant trois matrices de type (m, nm), on 
écrit y=a+8=8+a si y~=an%+ Bi, el Y=sx si yin = saz. On a 
évidemment, quelle que soit 4 de type (m’,m), (x+ 8) d= a3 + £9, et 
quelle que soit 0’ de type (xn, 2’), 6'(a+8)= dx + 63. Une matrice carrée ¥ 
produit de deux matrices composantes 2’, 8’ est égale 4 la somme des 
deux matrices obtenues, lune x en remplagant dans y les éléments de 8’ 
par des zéros, autre 8 en remplagant dans y les éléments de x’ par des 
zéros. Je dirai abréviativement que 7 est la somme des deux matrices 
composantes ' et 8’ et l'on voit de suite ce qu’il faut entendre par somme 
de plusieurs matrices composantes. 


=) 
réciproquement, on pourra remplacer le mot matrice par celui de forme 
bilinéatre. Supposons a d’ordre n. La matrice Baa, «= (az) et 8 = (Bix) 
étant deux matrices invertibles d’ordre n, définit la forme 


188. La matrice a = (a;z) déefinissant la forme bilinéaire S;,a;,a7 7% et 


ea > f. 1 ks 
Lpsitri( LAAs Bis )tpYs = VieKraick=dp%ipLyp Xs Brs Ms; 


cest-a-dire la forme obtenue en remplacant a; par %,ajpav, et ye par 
Ys Bas Vs. Sl Gin = — ai, la forme aest dite alternée. Si aj; = ax; la forme a 
est dite symeétrique: alors a définit aussi la forme quadratique 2 ;,aj;,.2;x;, 
(i,k =1,...,m) et réciproquement (en exceptant le cas oti les a; sont 
dans Cym) et lon pourra remplacer le mot matrice symétrique par celui 

-de forme quadratique; on remarquera que «aa représente la forme 
obtenue en remplacant dans @ av; par ,aip7p. 


189. La relation o—!(a— se)o = o-!ac — se, ~ et o éLant deux matrices 
d’ordre n et || A 0, montre que | 4—se| = Ag(s) coincide avec Ag-tgg. 
Ay est le déterminant caractéristique ou la fonction caractéristique 
de « ou du systéme des o—!as; Ay = 0 est Péguation caractéristique et 
ses racines les multiplicateurs de « ou du systéme de s~!ac. LI est clair 
que Ay = Ag. 

On yérifie immédiatement que le coefficient de (—s)” dans Ag(s) est 1 
et celui de (—s)"~?lasomme des mineurs principaux d’ordre p de Ag(o). 
On peut toujours former une matrice « = (2;,) ayant une équation carac- 
téristique donnée (—1)"*! Bf a,8"—-* = 0 (% = — 1): il suffit de prendre, par 
exemple, aj, = a4, &j, = 0 Si k 4 J —1 (jf = 2, «14, 2), Oy, jr I 

Se res 
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Diviseurs élémentatres. 


190. Soit a=(a;,;) une matrice entiére, c’est-a-dire ou les a; soient 
entiers, de type (m,m) et derang r (1) et d, lep. g.c. d. pris positivement 
des déterminants d’ordre 9 dle a; d, sera dit le diviseur de a qui sera 
premiére si d,=1. Posons e;= dj, €¢g = d,: dy—1 Pour d= 7 eg 
pour ¢>~7, ¢ pouvant croitre au dela de m et de n et dg étant alors 
regardé comme nul. e; est le “'°™* diviseur élémentaire composé ou sim- 
plement le i°™* diviseur élémentaire de a. Si ep = Up (er), p par- 
courant les facteurs premiers (positifs) distincts de d,. et 9, pouvant étre 
nul, p% est le oi™* diviseur élémentaire simple de a relativement a la 
base p:le kieme diviseur élémentaire simple sera nul pour k>r. Une 
sous-matrice de a est dite réguliére d’espéce i (<r) sile p. g.c. d. (pris 
positivement) de ses déterminants d’ordre z est d;. De méme un systéme 
de déterminants d’ordre ¢ (en nombre =t) est dit régulier si leur p. g. 
c. d. positif est d;. I] y a en particulier évidemment toujours des détermi- 
nants réguliers d’ordre t=r relativement a la base p. 

Deux matrices ayant les mémes diviseurs élémentaires simples ont 
évidemment les mémes diviseurs élémentaires composés. II est clair aussi 
que les diviseurs élémentaires d’une matrice entiére ne changent pas 
lorsqu’on lui adjoint des lignes identiques a des lignes figurant déja ou des 
lignes de zéros, et de méme pour les colonnes. Considérons, par exemple, 
une matrice diagonale entiére (a;) de rang 7 et soient t;{7t2S...57, les 
puissances auxquelles la base p entre dans les a; #0. On voit de proche 
en proche que de kieme diviseur élémentatre simple relativement a p 
est ptr. Ainsile premier diviseur élémentaire composé est le p. g. ec. d. 
des a; 4 0 et le r'*™ est leur p. p. c. m. 


191. w, a =(az.), 9 étant trois matrices entiéres de types (n, n'), (m, nr), 
(m', m) respectivement, a’ = wav de type (m’,n’') est dite un multiple 
dea et aun diviseur de a’, D’aprés des théorémes connus sur les déter- 
minants, si dz, d, sont les p. g. c. d. positifs des déterminants d’ordre 9 
dans a et a’ respectivement, d, est multiple de d, et le rang 7’ de a’ est Sr. 
Si a est aussi multiple de a’, a est dite éguivalente a a' (dans un sens 


(1) On peut supposer que les a, sont des fractions, en convenant qu'un 
nombre rationnel a@ est divisible par un autre 0 si a: 6 est entier et que le 
p. g.c. d. de plusieurs fractions irréductibles est le quotient du p. g. c. d. de 
leurs numérateurs par le p. p. c. m. de leurs dénominateurs. 

Cf. pour la suite de cette Note, Smitu, Phil. Trans., t. 151, 1861, p. 314; 
QEugres, t. 1, p. 389-410; KRONECKER, Cr., t. 107, p. 135; HENSEL, Cr., t. 114, 18955 
p. 25, 109; t. 126, rg03, p. 265; Fropentus, S. A. B., 1894, p. 31; Cr., t. 86, 1879> 
p. 146; t. 88, 1880, p. 96; StieLtTJEs, A. 7., t. 1V, 1890; Mutu, Elementartheiler , 


p- 224 (1899). 
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nouveau un peu restretnt): on a alors r= 7, d, = = dz, et le zieme diviseur 
élémentaire e/ de a’ est égal a celui e; de a (1) 

192. Soit y. la valeur absolue minima d'un aj, A 0 et agg= p. Si Apo ne 
divise pas tous les éléments de sa ligne et de sa colonne, on peut, par des 
additions de lignes et de colonnes, diminuer 2. En répétant, au besoin, cette 
Opération, on peut done faire qu’un élément 4 0, minimum en valeur ab- 
solue, tel yue ayo divise tous les éléments de sa ligne et de sa colonne, et alors, 
par des additions de lignes et de colonnes, on réduira a o les Ap et les ig 
autres que Gg. Si @gq ne divise pas tous les az, on pourra, par des addi- 
tions de lignes et de colonnes, diminuer ». En répétant, au besoin, cette 
opération, et en faisant, finalement, un échange de lignes et de colonnes 
et, au besoin, une multiplication de ligne ou de colonne par —1, on peut 
faire que a4; soit 20 et divise tous les ajz, et que ay;= aj, = 0 pour i >t. 
En traitant de méme la matrice des a;, ou ¢ et k sont >1, puis celle des 
az OU tet Kk sont >2, ... on réduit a a une matrice diagonale e = (a;) 
de méme type (m,n), ot a; est précisément e;. Done e;, divise e; pour 
ter. Je dirai que e est la forme normale de a. Les opérations précédentes 
reviennent a former deux matrices entiéres a et y d’ordres respectifs n 
et m déterminant +1 telles que vay =e. 


193. Sim <= net si, par des échanges préalables de lignes, on a fait en sorte 
que la matrice formeée des 7 premiéres lignes soit de rang 7, on obtient, en 
n’employant que des additions, échanges et multiplications de colonnes, une 
forme réduite «=(a;,) ob aj,=0 pour k >t et >r, agg étant >0 et 
OS ai%.< are pour Kt et <r. Cela revient, en négligeant les échanges 
préalables de lignes, a déterminer une matrice w d’ordre n et de détermi- 
nant +1 telle que wa@=a. La forme « est unique, c’est-a-dire que si 
av’ a=zx', x jouissant des mémes propriétés que x et 2 étant d’ordre n et 
de déterminant +1, 2 coincide avec a. On aura, en effet, en posant 
aw’ a-t=', fa = 2’: on tire dela que &;,= 0 pour k >2 (donc N7§;,,=+1) 
et que 4;;€:;= «7;, d’ ot £;;=1, puis, xj, et aj, étant < a,; et 20, que &;,=0 
pourt#k. 

Si mZn et si l’on suppose de rang r la matrice des r premiéres co- 
lonnes, on construit de méme, par addition, échanges et multiplications 
des lignes de a. une matrice x d’ordre m et de déterminant +t telle que 
ax = 4%, 4 étant nul pour’ >k et >7r, a; étant >0 et oLay,< ay pour 
t<ket <r. Cette forme « est évidemment encore unique. 


194. Siaest la somme des deux matrices composantes b, 6’ et si lon réduit 
séparément 6 et 6’ a la forme normale par des additions et des échanges 


(*) En conservant au mot éqguivalent son ancien sens, on a cette réciproque 
que a équivaut aa’ si r=r". En ellet, on va voir que a@ équivaut a (e;) et a’ 


a (e;); or (e;) = (e, )*(e;) (e;)- 
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de lignes et de colonnes, chacune de ces opérations étant une opération de 
méme nature faite sur a, a sera équivalente a la somme des matrices dia— 
gonales composantes obtenues. Done ¢y, t, étant les p. g.c. d. des déter- 
minants d’ordre p dans 6, 6' respectivement, dy, est le p. g. c. d. de tp, 


/ 
Py pcg en hae 


195. Si @ est une matrice alternée, on peut, par des additions ou échanges 
de lignes et de colonnes semblables 4 ceux qui conduisent a la forme dia- 
gonale, mais en ayant soin de faire suivre chaque addition ou échange de 
lignes de lopération symetrique exécutée sur les colonnes (la matrice étant 
alternée, on peut toujours opérer d’abord sur les lignes), réduire @ a une 


o C26 


somme de matrices composantes de la forme ( ), €gg divisant 


\ — Cog oO 
\ 

€og+2. On a évidemment dog= 1% €2;, dog == Cag Ayg-1, dag—1 = C26 A2g-23 
dog dog—9 = G3g_1, do €sg= Cog_1. Le rang d’une matrice alternée est 
done pair. 


196. Une autre légére modification de lalgorithme précédent conduit a ce 
théoréme que les déterminants d’ordre h(Sr) qui se déduisent d'un 
déterminant régulier D d’ordre (=r) de a, pur suppression de lignes 
et de colonnes sih <p, par adjonction de lignes et de colonnes sih>o, 
forment un systeme régulier (ces déterminants seront dits dérivés de D). 
En d’autres termes: tout déterminant régulier d’ordre h<ra un 
sous-déterminant régulier d’ordre h—. et un surdéterminant régu- 
lier d’ordre h-+-1. En permutant au besoin des lignes et des colonnes 
de a, on peut supposer D formé des ep premiéres lignes et des oe premiéres 
colonnes de a. Soit a'=(aj,) la matrice déduite de a par des échanges 
ou additions de lignes ou de colonnes de rang <9 (ces opérations conservent 
les déterminants dérivés de D a l’ordre ou au signe prés) qui raménent D 
a la forme normale e’= (e/). Alors tont aj, ot Pun des indices a une va- 
leur 7 =p est multiple de e’, car le déterminant d’ordre p obtenu en rem- 
plagant dans D la ligne ou la colonne de ej par la ligne ou la colonne de 
la}, considéré (réduite a ses @ premiers éléments) doit étre divisible 
par D. On pourra donc, par des additions de lignes et de colonnes, réduire 
a o tous ces @};, puis, par des échanges ou additions des lignes ou colonnes 
de rang > op, ramener la matrice des a}, ot ¢ et k sont >o a la forme 
normale : ces deux séries d’opérations conseryent encore les déterminants 
dérivés de D a Vordre ou au signe prés. Soit e”=(e}) la matrice ainsi 
déduite de a. é5= ep doit diviser C445 sans quoi D ne diviserait pas le 
déterminant e)... Cp -1€ p41 @ordre eg. Done e” est la forme normale e de a 
sur laquelle le théoréme est éyident. 


497..Revenons a a = uap et soit ray =e =(e;), 2 a'y' = e'=(ef), a, 
y, x, y' étant des matrices entiéres de déterminant +1 et d’ordres res- 
pectifs n, m, n', m’. 
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En posant 2 wa—t=§& =(E7,), yey’ =n =(nig), On aura e'=— ten. 
Considérons € e = (efi). Achaque déterminant A, d’ordre 9 de e (9 étant au 
plus égal au rang de Ze, lequel est <7) répond un déterminant A, obtenu en 
divisant la premiére ligne de Ap par ey, la seconde par és, ..., la ame par ep 
(e;-1 divise e; pour 7S). Soit 6, le p. g. c. d. des Ay, 6, celui des A, : il 
est clair que 6, =e... Cp Op. Or, en développant A, suivant les éléments 
de sa derniére ligne, on voit qu'il est une somme de termes dont chacun 
contient en facteur un Ap-1. Donec, tous les Ag sont divisibles par bo-1, et, 
par suite, 6, est divisible par 85-1. Done, 60: Oo41= C590 : B01 est mul- 
tiple de e,. Done, le c*™* diviseur élémentaire de Fe (et, de méme, le 
diviseur élémentaire de e7) est multiple de e;. Supposons un instant » =¢,,. 


Alors|4| == et e = e’7—1, équivalente a e’, a les mémes diviseurs élé- 
mentaires, c’est-a-dire que e; divise le ¢’°™° diviseur élémentaire e} de 
a’ = ua. En faisant uw =é,, on voit que e; divise de mé le c*™e diviseur 

== YAS ‘ Se que e; divise de méme le ¢ diviseur 


élementaire de av. A fortiort, e; divise le veme diviseur élémentaire de 
uav (pour tsr). 


1985 Soite; = pre, dot d;= wy, ... wrd;. Si dy = dy FA 0, M1, +--+, fg SOnE 
égaux a 1 et dp=d; pour vSp. Si dgi1> do+1, cest que Moti est >I 
et d; sera > d; pour ¢ > o. Si, par exemple, wu et 9 sont des matrices dia- 
gonales dont les éléments sont o ou 1, a pourra étre une quelconque des 
sous-matrices de a et lon a cette généralisation d'une proposition déja 
rencontrée (196) qu'une sous—matrice réguliére d’espéce 9 appartient 
ausst a toute espéce <o¢. 


199. En convenant qu’un entier & est multiple d’un autre 7 relative- 


ment a psi p entre dans § a une puissance au moins aussi haute que dans 7 
(deux entiers premiers a p sont done multiples l'un de l'autre et égaux a 1 
relativement ap), ce qui revient a réduire chaque nombre 4 0 a la plus 
haute puissance de p qu’il contienty on peut répéter tout ce qui précéde 
en entendant par multiplication et division la multiplication et la division 
relativement a p. 


200. Si le weme diviseur élémentaire e; d’une matrice a divise le 
cieme diviseur élémentaire e; = h;e; d’une matrice a’, a divise a’. Car a’ 
équivaut a (e;) qui est un multiple de la matrice (e;) équivalente a a. 

L’hypothése équivaut a celle-ci que chaque /*"* diviseur élémentaire 
simple de a divise un ¢*™* diviseur élémentaire simple de a’, c’est-a-dire 
que e; divise e; relativement a chacun des p. Si e; ne divise e; que 
relativement ap, on peut seulement_affirmer que a@ divise a’ relativement 
ap. 


201. Les raisonnements précédents subsistent, a des changements de lan- 
gage prés, si l’on considére, au lieu d’entiers, des fonctions entiéres d’une 
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variable dont les coefficients appartiennent au corps C résultant de l’ad- 
jonction des éléments des matrices considérées au corps des nombres ra- 
tionnels ou a un corps galoisien d’ordre premier, p élant une fonction ir- 
réductible dans C de premier coefficient 1 (1). Si les aj, sont des fonctions 
de plusieurs variables, la réduction a la forme diagonale ne peut plus s‘ef- 
fectuer que relativement a p. Mais il est clair que les propositions obte- 
nues aux n° 197-198 subsistent absolument lorsqu’elles ont lieu relative- 
ment a chacun des p. 


202. Supposons, par exemple, que C soit un corps galoisien. Chaque élé- 
ment +o de C divisant tous les’ autres, on peut, par des additions et 
échanges de lignes et de colonnes, réduire une matrice a de déterminant 
~o a une matrice diagonale e =(e;) dont tous les éléments sont arbi- 
traires (4 0), sauf l'un d’entre eux, puisque Ile;= | a]. On peut supposer 
que les e; sont tous égaux a 1, sauf le dernier qui sera | a |. 


203. Considérons encore une matrice « dont les éléments sont fonctions 
d'une variable s. « sera de la forme 3% a;s‘, les %; étant des matrices indé- 
pendantes de s, et si ay 0, x sera de degré v en s. 

Soit «= (a;,) une matrice d’ordre n, de degré. en s. On peut la ré- 
duire a la forme normale par échanges et additions de lignes et de 
colonnes tels que les multiplicateurs qui figurent dans les additions 
sotent des constantes, La proposition étant évidente pour n= 1, admettons- 
la pour les valeurs de n inférieures a celle considérée. Par des échanges de 
lignes et de colonnes, on peut d’abord faire que %,, soit de degré maxi- 
mum (ici =1), puis, par des additions a multiplicateurs constants, rendre 
constants les %,; et les a, autres que 4... Opérant de méme sur la matrice 
formée des n—1 premiéres lignes et des n—1 premiéres colonnes, et 
ainsi de suite, on rendra constants tous les éléments non diagonaux, le 
degré des %;; ne décroissant pas avec 7. Si a4, est constant, on réduit a 0,. 
par des additions 4 multiplicateurs constants, les a4; et les a, autres 
que 4%, et l'on est ramené a démontrer le théoréme pour la matrice formée 
des n —1 derniéres lignes et des n —1 derniéres colonnes. Si a, est de 
degré 1, on le raméne au degré o en ajoutant la seconde colonne 4 la pre- 
miére, puis la seconde ligne a la premiére, puis la premiére colonne a la 
seconde (les multiplicateurs de ces additions étant tous constants). 

Si done «= 4+ 2,5 et B = By + 8,5 sont deux matrices équivalentes 
d’ordre n, on peut trouver deux matrices d’ordre n, — et 4, formées d’élé- 
ments de C, de déterminant +1, telles que a7 = 8, et, comme & et 7 sont 
indépendants de s, on a séparément 7 = Bo, &a19 = —,. Si done 
op r=, on a7 to 


(1) Paredes compléments de définitions en tout semblables a ceux faits précé- 
demment, on pourra, ici encore, introduire des fonctions rationnelles. 
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204. Proposons-nous de former une matrice d’ordre et rang n, de 
degré t en s, ayant pour diviseurs élémentaires simples autres que 1 les 
polynomes, distincts ou non, f7(s)™ (2 =1, 2, ...), f7(s), de degré v,, 
étant irréductible dans C et Sv;t, égal n. Formons d’abord, comme il a 
été dit (189), une matrice z ayant pour fonction caractéristique /7(s). 
2’ —se aura évidemment pour unique diviseur élémentaire (#1) /7(s). 
Considérons alors une matrice «’(=«/;) somme de 6, matrices compo- 
santes identiques a 2%’—se¢, puis remplacons les x}, ob K=i —1 = mw, 
m=1,.-+, T—I1 (qui sont tous nuls) respectivement par des éléments 
dim =~ 0 arbitraires, et soit % la matrice ainsi obtenue, d’ordre y,ty. || est 
égal a f)(s)* et, dans 2,, le déterminant obtenu en supprimant la pre- 
miére ligne et la derniére colonne est indépendant de s et 4o. Done a a 
pour unique diviseur élémentaire (#1) f7(s)™, et la somme % = %— se 
des matrices composantes a a les diviseurs élémentaires simples donnés. 

Si done une matrice 8 = %)+ 6,5, dordre nm, a pour diviseurs élémen— 
taires simples (1) les f(s), et si | 8| est Ao, en sorte que Lvt= 27, 
on pourra trouver deux matrices £, 4 d’ordre n, a éléments dans C et de 


déterminant +1 telles que §@7, = x. C’est ce que l’on appelle réduire 6 a 


la forme 4. 
Prenons maintenant pour C un nouveau corps ot f; soit réductible, On 


pourra, en multipliant a; 4 gauche et a droite par des matrices &, 4, a élé- 
ments dans C (cela revient 4 multiplier « 4 gauche et a droite par des ma- 
trices composées de £;, q,; respectivement et de matrices unités ) réduire de 
méme 2%; & une somme de matrices composantes et ainsi de suite jusqu’a ce 
que les diviseurs élémentaires soient linéaires en s. En introduisant succes- 
sivement dans C les racines des f; et en faisant 6; =—e, on obtient une 
forme réduite importante sur laquelle nous reviendrons dans les complé- 


ments. 


Equations linéaires. 


205. Soit 4 résoudre en nombres entiers le systéme S d’équations linéaires 


Vi Se aypop— ay (tT, 2, 77), les Gz, a7, tant dés entiers*donnés, 


S étant déterminé par la matrice a = (a;x) de rang r et la matrice A dé- 
duite de @ par l’adjonetion d’une n +1" colonne formée des a@;, on peut 
représenter S par le symbole (a, A); on dit que A est la matrice a com- 
plétée par la colonne des aj. 

En remplagant y; par y;==7nuyr et en 
Hirai, § = (Ex) et 4 = (me) tant deux matrices entiéres de déter- 


posant w,= den; a, 


f — Sar 
a; 


=> 
minant +1, d’ordres respectifs m et m, on obtient le systéme (S’) 
i= Srey nuremteyey = al (l= 1, ..+, m5 ky J Hl oassy Re); c’est-a-dire 
(Ean, A‘), A’ étant la matrice a7 complétée par la colonne des a; (&' étant 


la matrice d’ordre n-+1 produit des matrices composantes §, 2, on a 


Af ETA N)- 
Supposons £ et 7 telles que aq ait la forme normale e = (e;). Pour la 
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compatibilité, il faut et suffit évidemment que les a; ot 7 > 7 soient nuls, 
autrement dit et sous une forme indépendante de ~, 4, que le rang de A 
sott r, Pour que les solutions a} de S’ soient entiéres (et par suite aussi 
les ay, | &| étant égal a 1), il faut et suffit que chaque e; ot 77 divise 
a;, autrement dit et sous une forme indépendante de &, 7, gue le diviseur d 
dea sott celui de A (tout déterminant d’ordre 7 de A’ s’obtient en rem— 
placant une colonne de e par aj, ..., a}.). 


206. S reste éviilemment résoluble en nombres entiers si l’on ajoute aux a; 
des multiples de d. Le nombre N des systémes de nombres a; modd pour 
lesquels S est résoluble en nombres entiers est d’—‘, En effet, par un 
changement de variables, on peut amener S a une forme ot @;, soit nul 
pour & >t. Alors d= Il} aj, et Pon voit que la premiére équation est ré- 


: d ; 
soluble en nombres entiers pour — valeurs de a, puis la seconde pour 
a 
d aahé teh 
— valeurs de ad, ..., dou N =f — =a’-, 
22 Ai 


207. Supposons les a; nuls. Si 7 =n, les 2; sont tous nuls. Soitr <n. Les 
équations se réduisent a 7 d’entre elles. 2, ..., 2) sont nuls;\aj,, 6. sya, 
sont indéterminés, Cette solution générale s’écrit, en revenant aux 2, 

. r fe eT es Pe ori tre rege ee : , ae 
wy = Vi, Exjv; (les #} parcourant tous les entiers): on voit qu’elle s’ex— 
prime linéairement par les n —r solutions particuliéres (£17, ..., ny) = & 
(J=H=r+t,...,n) dont la matrice, de type (n,n —r), est premiere 
(puisque |&]==-1). 

Ou voit que les solutions (a,,...,@,) sont les éléments d'un groupe 
abélien X (le produit des deux éléments (uy, ..., Un), (01, ---, x) étant 
(U4 4= 04, «5, Zn- %,)).'Pour que p éléments 27; = (274, ..., Vin) (C= 1, 2-919) 
de X soient indépendants, c’est-a-dire pour qu’une relation de la forme 
1? aw entraine la nullité des a, il faut évidemment et il suffit que la 
matrice (a,,) soit de rang p. Les &;, qui sont indépendants et forment un 
systéme de générateurs de X, en forment par suite aussi une base. Done 
le rang v de X est nm — r (143). On dit que les éléments d'une base forment 
un systéme de solutions fondamentales. 

Soit g;,..., gy une base et f,= IY gf'* (kK =1, ...,¥) um systéme guel- 
congue de v solutions, Si, gp (Fipie a neven hk sik ee tk yee 
& =( ir), f=(fix), ¢ =(4n), on aura f= ag. Si donc les fy, sont inde- 
pendants, les déterminants d’ordre y= n—r de f sont proportionnels 
a ceux de g, le facteur de proportionnalité étant \a|. Si fi, ..., fy est 
une base, |a]=—- 1 (113) et, en prenant g;,= &)+,, on voit que f est pre- 
mere. Inversement, st f est premiere, son diyiseur |a|=1 et fi, ..., fy 
est une base. 


208. Soient, enchangeant un peu la notation, (b/;,..-, djn)(J =1,-+-,2@—P) 
n—r solutions indépendantes de S (a;=0) que nous supposerons se 
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réduire aux 7( <n) premiéres équations. Les déterminants d’ordren—r 
de la matrice b =(b;,) de type (n—r,n) sont proportionnels aux 
déterminants correspondants (184) de a. 

En effet soit dle diviseur dea; e=(e,) la forme normale de a=£e7,=€7/, 
— et y étant deux matrices d’ordres respectifs n, 7 et de déterminant +1 
(4'=(4j;) est une matrice de type (r,m) ol 4j;= qiyey pour Sr et 
Hiy=0 pour 7 >1r); 7 
colonnes de 7/; 7" la matrice d’ordre n produit des matrices composantes 7", 


"la matrice d’ordre 7 formée des r premiéres 


En (|| = d); x = (xix) une matrice d’ordren ot x74 = aj, pour UL et 
Dip iz pOur t > 72 0n aura = fy", |w| == d. 

Comme 2,ajzeXjp~= 0 (J > 71), Xix étant le coefficient de xj, dans |x|, 
les systémes (Xj, ....Xjn) (J =r—+i,...,n) forment n—~vr solutions 
indépendantes (|a@|4 0) de S. Or les déterminants d’ordre n —r de leur 
matrice sont proportionnels, d’une part a ceux de 6 (207), d’autre part, 
daprés une proposition connue sur les déterminants, aux déterminants 
correspondants de a. 

On observera que, d’aprés S,ajzbj;,=0, les (ai, ..-, Gin) forment 
r solutions indépendantes de 2 b;,x2;,= 0. 


209. Etant donnée une matrice a=(ajx) de type (r,n)(r<n), de rang r 
et de diviseur d, il est dés lors aisé de trouver toutes les matrices pre- 
meres 4 de méme type dont les déterminants d’ordre r sont propor- 
tionnels a ceux de a. Soit 6 =(b;,) la matrice des n —r solutions indé- 
pendantes 6; =(6);1,...,6jn) de Yay,exv,—=0 La matrice de r solutions 
fondamentales queleonques de 2 6;,2;,= 0 sera une matrice a. 

Pour trouver toutes les autres, remarquons d’abord que l’on a a= 4, 
- étant une matrice dordre 7 et de déterminant d, completement déterminée 
par les équations aj.= 4 &:;a;, (daprés VPhypothése, les déterminants 
caractéristiques de chacun des systémes d’équations répondant a une des 
r yaleurs de ¢ sont nuls et « est premiére; de plus le diviseur de a§ est 
+|£]; done =|£|= d). Si donc 2 est une détermination de a, toute autre 
détermination « sera fournie par «=¢u, w étant une matrice premiere 
quelconque d’ordre r. 


210. Cherchons encore toutes les matrices entiéres a =(aj,) de type 
(r,n) (r<nm), de rang r et de diviseur d, dont les déterminants 
dordre r sovent donnés. Tout d’abord ces déterminants ne peuvent pas 
étre pris arbitrairement. Soit en effet A le déterminant des aj, 0 AZ, que 
je supposerai 4 0, et Aj, le déterminant obtenu en y remplagant la pene 
colonne par la p"™ (9 > r) dea. Aetles Aj, sont indépendants; car, une fois 
choisis les aj ot Av de maniére que A ait une valeur donnée + 0, 
Qin, - +, Arg sont déterminés par 7 équations ayant pour seconds membres 
Migs ees Arg et pour déterminant A’—!, Ces équations donnentA aj, = Li ain Migs 
Tout autre déterminaut A’ d’ordre 7 obtenu en remplagant les colonnes 
i1, ..-, ts de A par les colonnes 9, ..-, ps de @(1, -.-, Ps tant >7) 
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s’exprime par les r(m—r)--t déterminants A, Ajg, car la formule pré- 
cédente donne A’ == At~s(@), () étant le déterminant des Aj, 5,(h, k= 1,..., 8) 

Il faudra done que les valeurs données pour Jes déterminants d’ordre 7 
de a vérifient ces identités, et que celles des A, Ajg rendent les At~s@ 
entiers. Ces conditions sont d’ailleurs suffisantes, car, en prenant les aj 
comme tout al’heure et en les multipliant par A (pour qu’ils soient entiers), 
on obtient d’abord une matrice a’ dont les déterminants ont des valeurs 
proportionnelles aux valeurs données. Soit « une matrice premiére de 
type (7, 2) dont les déterminants d’ordre 7 soient proportionnels a ceux 
de a’ (209). Toutes les déterminations de @ seront de la forme a=au, 
u étant une matrice quelconque d’ordre 7 et de déterminant = d. 


211. a =(aj,) étant une matrice de type (r,n)(r <n), de rang r et 
de diviseur d, cherchons enfin toutes les matrices entiéres 2 =(2xix) 
d’ordre n et de déterminant d dont les r premiéres lignes sont celles 
de a. Le probléme se raméne de suite au cas @=1; car on sait former 
une matrice premiére @ de type (7,7) dont les déterminants d’ordre 7 
sont proportionnels a ceux de @ (209): il est clair qu’a chaque matrice x 
répondra une matrice a ayant les mémes n — r derniéres lignes, résolvant 
le probléme proposé ott @ est remplacé par a’ et réciproquement. Soit 
done d=1t. Ona trouvé incidemment (208) une détermination de x. Pour 
les avoir toutes, il suffit de connaitre toutes les matrices uw = —-!a, —§ =(Ezx) 
étant une détermination quelconque de #(u est entiére de déterminant + 1). 
Dans €-!a = wu, les r premiéres lignes forment évidemment une matrice 
diagonale ot les éléments diagonaux sont égaux a1 et les uj, ol Ceth 
sont > rforment une matrice d’ordre n —7 et de déterminant 1. Inver- 
sement, sil’on prend pour w une matrice entiére d’ordre n vérifiant ces 
seules conditions, a = €u sera une solution du probléme. 


Congruences linéatres. 


212. Le systéme S des mcongruences linéaires y;= 24 aj,.v,= a; mod M 
(¢=1,...,m) équivaut au systéme S’ des m équations linéaires @ m+n 
inconnues yj-+ Mayn4;= aj. Soit r le rang de a =(azz,)} e; son v™* divi- 
seur élémentaire; ¢; le p. g.c. d. de e;, M =¢;q;(e; divisant e;4,, ¢; divise 
t+, et t;= M pour ¢ > 7; q; est multiple de qi+1); ad; le p. g.c.d. des 
déterminants d’ordre cde a; A la matrice a complétée par la colonne des a; 
(le rang de A est Sr+ 2); E;, T;, D; les nombres jouant relativement a A 
le réle de e;, ¢;, d; relativement a a; a’ la matrice des coefficients des pre- 
miers membres de S’; ej, tj, d;, A’, D; les éléments jouant relativement 
aa’ le role de e;, t;, dz, A, D; relativement a a. Il est clair que d; est le 
p-g.c.d. de M?, Mé-!d;, :.., Md@;_i, a;: ce p. g.c. d. est ¢,... tz (cela est 
clair pour ¢ =1 et, si on l'admet pour «=p —1, d, sera le p. g. c. d. de 
M?,...¢o-1, dy = €,...€p, c’est-a-dire t,... ty). 
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D’aprés ce qui précéde, la condition nécessaire et suffisante de résolu- 
bilité de S’ est d’abord que le rang de A’ soit celui de a’, condition toujours 
vérificée, puisque le rang de a’ est m, et en outre que ¢,...¢m=T1...Tm; 
condition qui se raméne, pour m> 7, a t)...¢,= 7T,...T, (e; étant mul- 
tiple de E; puisque @ lest de A (198), T; divise ¢; pour ¢< 7; ¢t; = M pour 
t>r; T7=M pour i>r+1; Végalité ¢,...t,—=—T,...Tm exige donc 
que) Py — M). 

Il est clair que, si v7, ..., #, est une solution de S, toutes les solutions 
incongrues mod M sont de la forme 2; + U,..., n+ Un, OU Wy, ..+, Un 
parcourt les solutions incongrues du systéme obtenu en remplacant dans S$ 
les a; par o. 


213. En remplacant y; par yj} = D7’ ny. et en posant wy = LPepsx), 
Cnsi= ZY Hiner, A= VP Hiaz, § =(Exj) et n = (yz) tant deux matrices 
d’ordres respectifs n et m et de déterminant +1, on obtient un systéme (S") 
Yi =a; ov la matrice des coefficients des w} est Fay + Mem. En choi- 
sissant € et 7 tels que tan =e =(e;), S” devient e;7;,+ M2),,;= aj, 
ape =i, ....75 J =r, «..3 Mm). 


214. Supposons désormais les a; nuls. La solution générale de S” est 
Nie a ' ei q P me ee ues 

Uke= Th hy Cny7=— F Fis Cz j = O GR Si Fe BOE iin cree vk ean coy 
les s étant des entiers arbitraires et g,=1 pour k>r. On voit que S 
a t;...¢, = solutions incongrues mod M. 

Supposons en outre que r=m<n, c’est-a-dire que les m premiers 
membres de S sont linéairement indépendants. Le systéme S; des m con- 
gruences e;7;=0 mod M équivaut 4S moyennant les équations de trans- 
formation v,= ZE,;a. Soient dy, ..., dy, premiers aM, dyj+1 ne Vétant 
plus, c’est-a-dire ¢;, ..., t, égaux a1 et tp4,>1. Les solutions de Sy 
seront x, =o pour p =i, ..., h, hg = Th+oFh+o pours =1, -..,n—A. 
Ces solutions (},...,2,)=2' forment donc un groupe abélien X/ 
dordre ta, le produit de deux éléments (u;,..., Un), (01,---,0n) stant 
(Uj + 01, --., Un + On) (X}, est complétement déterminé par a). Les n—h 
éléments 2 pour lesquels les 2; sont tous nuls sauf ),,¢=  Gpr4r¢ sont évi- 
demment des générateurs absolument indépendants et forment une base 
normale. Donec le rang de X/, est n— Ah. 


215. Considérons le transformé Xqg de X{, par a,= D}Ex;a', formé des 
éléments # =(a1,...,2%,), la loi de composition étant la méme. Soit 
bg=(0e1, ---, ban) (GF =1, .-.,¥; ¥=nm—h) une base de Xz et 6 la ma- 
trice des bgx, de type (v, 2). Xq divise le groupe % = S Xa des M” points 
@v=(2,...,%,) modM (la loi de composition étant toujours la méme), 
et chaque élément de Xa@ donne un point (74, ..-, ¥m) modM distinct, 


é M* 
en sorte que le nombre w, de ces points est —- = Il?g;. Les g; étant les 
Ta 


mémes pour la matrice @ transposée de a, on a a= wz. 
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Pour que les 6; forment une base de Xy, il faut et il suffit que les points 
(@, ».«,%n) définis par r,= >} bok3o OU 3, ..., Zy parcourent indépen- 
damment des systémes des restes modM fournissent tg points distincts 
modM, c’est-a-dire que tg = 7; = Wp. 

Comme, par hypothése, 3,a;,b5,=0 modM, les m points (aj, ..-, Gin) 
forment autant de solutions de Y645,2,—=0 modM. D/ailleurs, pour ce 
systéme comme pour S, on a wpt,= M”. Done t= wg et les (aj, .--, Gin) 
orment une base de Xz. Le systéme Sb5,2,= 0 modM est di OU. 
f t b le X,. Le syst x be dM est dit adjoint 
de S. 


—— 2 00 


NOTE II. 


Sur certaines propriétés des g px. 


216. Les indications données aux n° 103-104, 132-139, peuvent étre 
complétées comme il suit (1). Dans toute cette Note, G désignera un gpx 
(p premier) de série spéciale Ag=1, Ay=A, As, ...; As= G et de com- 
mutant C. 

Soit H un diviseur de G ayant la série spéciale 1, By, ..., Be= H, 
et D; le p. g. c. d. de A;, H. Supposons prouvé que B;-, est 2 Dj-1 
(B, est évidemment 2D,). Tout élément de D; étant normal dans G 
mod A;—,;, est dans H mod D;-;, donc mod B;_-;. Done B; est 2D; et tSs. 

Soient 7 =c,, y deux éléments de Get y-1c,y=czc4-, (K=S, S—I,...). 
C étant SA._,, ce, est dans. A; (donc’cy= 1), et) si Cp— 1, Cr-qesCheoy ean 
seront tous égaux at. Done le nombre des e différents de 1 est Ss—t. 
SiG aun gp abélien ol, tl y a dans G des éléments x tels que, pour 
un choix convenable de y (évidemment hors de ole), cx, soit toujours 
hors de A,-4. Cela est clair si s = 2. Supposons-le vrai pour les valeurs 
de s moindres que celle considérée, et soient Av, Ay deux éléments 
de G|A tels que Ay—lezy = Acyzez1, Ac, étant hors de Ax—;| A pour 
k= 2. Cy étant hors de A ne peut étre permutable a y, car il serait normal 
dans Ww )yv| =G. Donec y— coy = coc, cy étant AI. 


217. La spécialité ty de C est <4. En effet, soient ¢; la spécialité du 
commutant A;G|A; de G| A; (63); Ey=1, Ey, ..., Ey, = C la série spé- 


(') Fire, B. S. M. A., t. IX, p. 140 (1902); t. X, p. 346 (1904). 
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ciale de C; D le p. g. ec. d. de Ay, C. Le groupe AgC| Ay est isomorphe 
=P (tout élément de A, est permutable a tout élément de C). 


Or D est = E,. Done a chaque élément E;z normal de C| E, (¢21) répond 


ny > 


ae = C| K; home ee age 
un élément E;| D.Da de D Db et réciproquement. Done la série spéciale 


de C|D est 1, E,|D(21), E2|D, ... et tg = ty) ou ty-—1. De méme £;St;-. + 1. 
En ajoutant celles de ces meégalités ot ¢ est pair et en observant que 
ts—2 = ts_3=1 (94), on obtient tSts 


218. SiC est abélien et si s—12r(p—1), l’ordre de chaque géné- 
divise le produit de l’ordre de chaque autre généra- 
teur par p’—'. Soient en effet w = c,, y deux éléments de G d’ordres £, 
7 modA respectivement et y—!cy41y = ceiicee, (kK =s —1,5—2,...). On 


aura 


(1) ae. 


‘ l L 
im Chan ye — lve. s | et, pour u= 7, NG eee 


En faisant k=1, ..., p—1 on obtient successivement c? =1,..., c}_, =1. 
Supposons prouveé que, pour les valeurs de ¢ inférieures a celle considérée, 


cle , 
ona cn" =1 si kKip(p—1). Je dis d’abord que Aas Ag Jaks . En effet, 
soit = p'q (g premier a p). Comme, pour / =, la ae te puissance 
de p divisant 7 ety4 —y est la méme, la plus haute puissance de p divisant 


pe! (3) Ce : fie! = = est 4 pP—'-!. Supposons A —t+15v(p—1) 


et >(v—1)(p—t). Comme & est So(p —1), la derniére inégalité donne 


e—vy a “—f = Saar dot 9 —1 =v, Des lors la seconde égalité (1) élevée 
ala ae pe! donne em os pour kK5o(p—1). 

Posons maintenant y = 65, 2! bpyi4 0 = bps bp (bs-1= est). Comme 
A, west normal dans G|A,, on auraAy& Ry geet =—=hi. Ws ne oe) =Apjbpes; 
et, comme tout a I’ heure, puisque 6, ,=c,', et que G| vi at de spécia- 
lité s—h, Apert = A, pour s—h—150(p—t). En élevant done a la 
puissance £p@—! Pégalité Any y—! es_1 y = An—1 Cs—1 Cs, ON aura, ep étant 
dans Ay, Ane)’ = An et de méme généralement Aj,— ap 1 Anejo 
D’ou, en faisant 7 = h, s— h—1 =k, c5p** =1 pourkS o( p —1). Mais alors 


Ja premiére égalité (1) ou Von fait uw = pe! donne successivement, pour 
Kee, Fat eea Y =1¢,44, Done yi, permutable a 2, est normal 
dans G et 7 divise Ep’—!. 


HI. SiG=Us aun gyp-tabélien Ao et sis —tSr( p—1), tout sP’* est 
dans A (et réciproquement si 8 =1). 


174 NOTE II. 


Soit dabord 8 =1, x =c, dans A, y hors de oho et y—Cp44 VY = Cry Ch 
(k=s—1,..., 1). Les c étant permutables, on aura encore (1), 4 étant 
toujours l’ordre de y modA. Or ici 7 =p, puisque y? est dans A et que 
G = do | vy |. Done ckt =1 pour ASe(p —t) (1), etcomme y zy = HC5.4, 
xP” est normal. 

Siinversement tout zs?” est dans A, la relation y—! ¢j.4 ¥ = Cp41€4, élevee 
a la puissance p”, donnera successivement ck", =1, ..., A =1. Suppo- 
sons prouvé que l’on a 


z mS h =< (ites h = 
(2) Cs—hp+h—1 = 's eee) Cy—(h+1)pth+1 = 1 


pour les valeurs de h inférieures a celle considérée. En élevant la seconde 
égalité (1) ala puissance p’—” et en faisant k= s—(h—1)p+h—2,..., 
s—hp+h, on obtient successivement les égalités (2) (y étant ici égal 


x . meas 7, x 
ap, pest la plus haute puissance de p divisant chaque exposant ie ou 


i< p). Sialors s—t était > r(p —1), la premiére égalité (2) donnerait, 
pour h=7r, c,=1 quel que soit x, ce qui ne se peut (216). 

Soit 6 >1 et supposons le theoréme vrai pour les valeurs de 8 infé- 
rieures a celle considérée, A divise un gp,e— H de G. Soité un élément 
de H; P’"-) — x = cs est normal dans H. Soit y un élément de G hors 
de H ety" ¢pain y = Cryices,(k = 5 —1, S—2,...). % étant normal dans H 
et y permutable a H, tous les ¢ sont normaux dans H et par suite permu- 
tables. Donec y?, étant dans H, est permutable a tous les ec, et ’on a encore 
la seconde égalité (1) en y remplacant 7 par p Or onen tire c?, =1. Done 
ap" = t?”* est permutable a y et normal dans G. D/ailleurs, y? étant dans H, 
yPr@-» et par suite yP’® est dans A. 


1) Soit alors @,, ..., @, une base de oA, a, étant d’ordre p%Z p%i+1 et a, =1. 
v ’ v u Pp L t+1 
Si sp, tout commutateur est d’ordre p. Donec C, qui divise ls, divise 


) pest pet | ae 
| a, hy aban 248 » Anyyy +++) G, j. Comme d’ailleurs tout yr est dans A, le p. g. 


c. d. D de A, CG, est d’ordre = 2} (%,—1). Done lordre du commutant AC| A 
de G|A (63) est S py*. Donc la spécialité de G| A est =v—t+1 (134) et 


s Sy—t + 2. Ainsis est, ou Sv — t+ 2, ou > p. 
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